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Capitolo 1

Teoria degli insiemi

1.1 Spazio topologico

Il metodo assiomatico usato in matematica ha lo scopo di descrivere gli oggetti matematici

per assiomi, pero non spiega il perche si usano questi assiomi per descriverlo quindi non par-
tiro dando subito una definizione di spazio topologico ma da vari esempi che mi porteranno a
dedurre gli assiomi che mi definiranno la topologia.
Voglio innanzi tutto spiegare il concetto di continuita (concetto che in natura non esiste). La
continuita ¢ un concetto locale, una funzione ¢ continua se € solo se € continua in ogni suo punto
(lo avrete gia visto nei corsi di analisi 1), e la continuita locale & strettamente legata al concetto
di limite (in analisi 1 sicuramente avrete visto che f € continua in xq se il limite di = in z¢ di f
¢ f(xg)). Osserviamo che la conoscenza dei numeri reali R ci da la possibilita di introdurre il
concetto di sup e inf (assioma di completezza dei reali) e di conseguenza introdurre il concetto
di limite che ci porta a parlare di continuita. C’e¢ apparentemente un legame tra continuita e
R, ma e veramente necessario? voglio poter definire la continuita senza passare da R™.

1.1.1 Definizione : Sia f : R" — R™, si dice continua secondo €, se e solo se per ogni
zo € R™ per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale che d(z,zo) < 6 = d(f(z), f(z0)) < €.

Avrete sicuramente dimostrato nei corsi di analisi 1 I'equivalenza fra la continuita €,6 con
la cintinuita con limite, quindi possiamo usare la definizione 1.1.1. In questa definizione ho
usato due concetti che non ho menzionato prima, ovvero il concetto di palla e di distanza. La
distanza non ¢ altro che una applicazione f : R®™ — R tale che per ogni x,y € R" si ha
d(xz,y) > 0ed(z,y) =0 <= z =y inoltre d(z,y) = d(y, z) ed in conclusione vale la proprieta
triangolare : per ogni z vale d(x,y) < d(x,z) + d(z,y). La distanza e cio che definisce uno
spazio metrico, tutto questo verra approfondito in seguito. Ora definiamo il concetto di palla :

1.1.2 Definizione : L’insieme B(a,¢) = {z | d(x,a) < €} e detto palla aperta. L’insieme
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B(a,e) = {z | d(z,a) < €} e detto palla chiusa.

Con questa nuova terminologia la definizione di continuita si puo anche esprimere dicendo :
per ogni xy per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che B(xg,d) = f(B(z0,9)) C B(f(x0),€), come si
puo vedere dal disegno :

(Figura 1)
Le due definizioni sono banalmente equivalenti.
1.1.3 Definizione : 2 C R" ¢ aperto <= per ogni x € () esiste B(z,¢€) C Q.
1.1.1 Proposizione : Una palla aperta ¢ un aperto.

Dimostrazione : Devo sostanzialmente vedere per ogni punto della palla esiste una palla,
contenente il punto, tutta contenuta in questa. Quindi abbiamo B(a,¢) = {y € R" | d(y,a) <
€}, dimostriamo che per ogni y € B(a,¢€) esiste B(y,d) C B(a,€). A questo proposito scelgo
0 = e—d(a,y), questa scelta va bene perche 0 < d(a,y) < € quindi 0 < § < ¢, devo ora mostrare
che con questa scelta B(y,0) C B(a,¢€). Per ogni z € B(y,d) si ha che d(z,a) < 4, ora per la
proprieta triangolare d(z,a) < d(z,y) + d(y,a) < € — d(y,a) + d(y,a) = € quindi z € B(a,€).

O

In queste prime definizioni abbiamo visto che possiamo definire la continuita indipendentemen-
te dalla struttura di R, ma usando il concetto di distanza. La distanza induce una struttura
metrica (presente anche in R) quindi abbiamo astratto il concetto di continuita in una qualsiasi
struttura metrica. Abbiamo inoltre visto che la distanza induce la nozione di palla aperta e di
aperto, ma il concetto di aperto ¢ legato intrinsecamente a quello di distanza? voglio adesso
cercare di esprimere la continuita senza pero passare da una distanza ma dal concetto di aperto,
quindi astrarre ancora di piu e cercare di definire la distanza in uno spazio piu generale.

1.1.2 Proposizione : f: R" — R™ ¢ continua <= per ogni aperto 2 € R™ = f~1(Q)
e aperto di R"™.



Dimostrazione :

(=) : f continua. Prendo Q aperto di R™, devo dimostrare che f~1({2) & aperto ovvero che
ogni suo punto esiste una palla che contiene il punto stesso e sta tutta dentro f~1(£2). Quindi per
ogni z € f~1(Q) si ha che f(z) € Q ma Q) & aperto quindi esiste € tale che f(z) € B(f(x),¢) C Q
ma per continuta di f esiste ¢ tale che f(B(z,0)) C B(f(z),e) = B(z,0) C f~1(B(f(x),¢€))
quindi z € B(z,d) C f~Y(B(f(x),¢)) C f~1(2) dunque f~1(Q) aperto.
(<) : Q aperto = f~1(Q) aperto. Quindi per ogni zg € R™ e per ogni ¢ > 0 considero la
palla B(f(zg),€), che ¢ un aperto in particolare. So che f~'(B(f(x¢),€)) ¢ un aperto quindi per
ogni suo punto esiste una palla di centro il punto e tutta contenuta nell’aperto, quindi in partico-
lare esiste ¢ tale che B(zg,0) C f~1(B(f(xo),€)) e quindi banalmente f(B(xg,d)) C B(f(x),€).
O

Con questa proposizione ho definito la continuita a partire dal concetto di aperto e ho vi-
sto che e equivalente alla continuita in uno spazio metrico, usando cioe una distanza. Non mi
sono ancora del tutto staccato dalla distanza, infatti quando ho definito un aperto ho usato pero
che ogni suo punto ¢ contenuto in una palla e la palla I'ho definita a partire da una distanza,
per risolvere questo inghippo ricordiamo che in particolare una palla & un aperto (proposizione
1.1.1) e potrei definire che un insieme ¢ aperto se ogni suo punto € contenuto in aperto che a
sua volta e tutto contenuto nell’insieme, e per fare cio ho bisogno di definire uno spazio dove i
suoi elementi sono per definizione aperti. In conclusione ho ottenuto che posso basare la mia
teoria sul concetto di aperto devo quindi costruire una struttura dove i suoi elementi base sono
gli aperti, e percio arriviamo alla definizione :

1.1.4 Definizione : Uno spazio topologico X & una coppia (X, 7) dove X & un insieme e
T e una classe di sottoinsiemi di X, detta topologia, tale che valgono le seguenti proprieta :
1) 7 contiene X e ().

2) Se una famiglia, anche infinita, {A4;} di sottoinsiemi di X sta in 7 allora anche la loro
unione |J A; sta in 7

3) Se una famiglia finita di sottoinsiemi di X sta in 7 allora anche la loro intersezione N A; sta
in 7.

Quindi 7 e chiuso per unione infinita ed intersezione finita. Gli elementi di 7 sono detti aperti.

Voglio vedere che con questa definizione gli aperti definiti nella definizione 1.1.3 hanno struttura
di topologia.



1.1.3 Proposizione : L’insieme degli aperti della definizione 1.1.3 ¢ una topologia.

Dimostrazione : X, () sono aperti. L’unione di aperti JA; ¢ un aperto infatti preso un
punto z dell’'unione, questo sta anche in A; per un certo ¢ ma A; ¢ un aperto quindi contiene
una palla aperta che contiene x e questa palla sta anche nell’'unione. l'intersezione di aperti
N A; & un aperto infatti, partiamo senza perdita di generalita dall’intersezione di due aperti
AN B, preso un punto x dell’intersezione, questo sta sia in A che in B quindi esistono due palle
aperte che contengono x e stanno rispettivamente in A e B. Supponiamo che i "raggi" di queste
palle siano €4 e ep e i centri y4 e yp considero allora ¢ = €4 —d(z,ya) e d = eg — d(z,yp) allora
la palla B(z, min(c,d)) sta nell'intersezione e contiene z dunque ¢ un aperto.

O

1.1.1 osservazione : Con questa proposizione osserviamo che una distanza induce una
topologia, infatti la distanza induce il concetto di palla aperta quindi di aperto e la proposi-
zione dice che questi aperti definiscono una topologia dunque ogni spazio metrico ¢ uno spazio
topologico. Inoltre notiamo che se nella definizione di topologia avrei posto che I'intersezione
infinita di aperti e un aperto non avrei potuto dire che 'insieme degli aperti della definizio-
ne 1.1.3 & una topologia in quanto, nel passaggio finale della proposizione precedente uso la
funzione minimo, e non & detto che esista per un numero infinito di termini, e questo spiega
perché la scelta di porre la chiusura per intersezioni finite e non per intersezioni infinite per
una topologia, dunque lo spazio topologico ¢ una effettiva astrazione dello spazio metrico.

Ora mi chiedo, ma se ho due distanze diverse in R" queste definiscono la stessa topologia
o due diverse topologie?

1.1.5 Definizione : Siano 71, 75 due topologie. si dice che 7 € piu fine di T, se ogni aperto
di 7 ¢ aperto di 7y, analogamente si definisce che 7, € meno fine di 75 se ogni aperto di 7y ¢
aperto di 7. Due topologie sono equivalente se una piu fine del’altra e viceversa.

1.1.6 Definizione : Sia f : X — Y dove X,Y sono spazzi topologici. Allora f e
continua <= per ogni aperto A di Y vale che f~'(A) ¢ un aperto di X.

1.1.1 esempio :

1) X, 0 sono spazi topologici detti banali o indiscreti. P(X) linsieme di tutti i sottoinsie-
mi di X e una topologia detta discreta.

2) Consideriamo R?, e sia d tale che d(x,y) = 1 se v # y e d(x,y) = 0 se v = y. Cosi
definita d e una distanza e questa induce una topologia discreta quindi tutti i punti sono aperti.



Facciamo un riassunto. Sono partito da uno spazio metrico ovvero da una coppia (X, d) dove X
¢ un insieme e d una distanza, abbiamo considerato il concetto di continuita e ci siamo chiesti
quali strutture ci bastano per parlare di essa, ovvero € necessario uno spazio metrico per parlare
di continuita? a questa domanda abbiamo risposto di no, ed abbiamo introdotto la struttura
di spazio topologico che & quella che ha il minimo per poter parlare di continuita. Ora voglio
vedere se all’intero di uno spazio topologico possiamo ritrovare alcuni elementi di uno spazio
metrico, e se li ritrovo, in che forma li trovo, per esempio : la chiusura, la compattezza, la
connessione, etc...

1.1.6 Definizione : Sia C' C X spazio topologico. C' ¢ chiuso se ¢ il complementare di un
aperto, ovvero C' = X — A con A aperto della topologia.

1.1.7 Definizione : In R” la distanza di un punto P da una palla aperta A ¢ d =
inf({d(P,B)}geca), B & un punto di A.

1.1.4 Proposizione : In R" una palla chiusa ¢ un chiuso.

Dimostrazione : Consideriamo la palla chiusa B(a,€¢) = {z € X | d(a,z) < €}, per dimo-
strare che € un chiuso dovo dimostrare che X — B(a,€) ¢ aperto. Osservo che X — B(a,¢€) =
{z € X | d(a,x) > €}, considero ora gli insiemi A; = {z € X | e < d(x,a) < t;} dove t; < t;1;.
Questi A; sono aperti infatti A; = bUXB(b, 0) dove 0 = i< e X = {b e A;, d(b,B(a,¢e)) = 0}

€

dunque X — B(a,€) = U A; & un aperto e percio B(a,€) & un chiuso. Sostanzialmente posso
ieN
"ricoprire" ogni A; (che me lo immagino come un disco bucato al centro) con dei cerchi.
O

1.1.2 osservazione : Gli insiemi di una topologia non sono solo aperti o chiusi, possono
essere entrambe le cose infatti il vuoto ¢ un aperto per definizione ma e il complementare di
tutto l'insieme quindi e chiuso.

1.1.5 Proposizione : Sia X uno spazio topologico, allora (), X sono chiusi, se ' ¢ una
famiglia infinita di chiusi allora l'intersezione () C; € un chiuso, e se F ¢ una famiglia finita di
C;eF
chiusi allora 'unione |J C; € un chiuso.

C;eF

Dimostrazione : X = X —0 e ) = X — X quindi X,0 sono chiusi. F & una fami-
glia infinita di chiusi quindi per ogni C; € F esiste A; aperto tale che C; = X — A; quindi
NC=N(X-A4)=X—-UA;, siccome JA; ¢ un aperto allora (| C; ¢ chiuso. F ¢ una
C,;eF CiEF C;eF
famiglia finita di chiusi quindi per ogni C; € F esiste A; aperto tale che C; = X — A; quindi

UG = U (X-A4;,)=X—-NA4,, siccome NA; ¢ aperto allora |J C; & chiuso.
C;eF C;eF C;eF



1.1.3 osservazione : Posso dire che un aperto e il complementare di un chiuso.

1.1.1 Teorema : Data una famiglia [F di sottoinsiemi chiusi di X dove :
1) @, X sono chiusi.
2) Presa una sottofamiglia infinita di F allora la loro intersezione (N F; ¢ un chiuso in X.
3) presa una sottofamiglia finita di F allora la loro unione |J F; ¢ un chiuso in X.

Allora esiste una ed una sola topologia di cui F ¢ l'insieme di tutti e soli i chiusi di quella
topologia.

Dimostrazione : Considero I'insieme composta dalle intersezioni arbitrarie di elementi di IF,
dimostro che & una topologia. X, () sono chiusi, considero una famiglia infinita {A;} di aperti di
X, so che esistono C; € F tale che A; = X — C;, allora UA; =U(X - C;) = X —NC;, maNC;
¢ un chiuso dellinsieme, dunque |J A; ¢ un aperto. Considero infine una famiglia finita {A;} di
aperti di X, so che esistono C; € F tale che A; = X — C; alloraNA;, =NX -C;) =X -UC;,
ma |JC; & un chiuso dell’insieme, dunque () A; € un aperto. Quindi l'insieme delle intersezioni
arbitrarie di elementi di F ¢ una topologia, devo ora vedere che se prendo un chiuso di questa
topologia allora questo sta in IF. Sia C' un chiuso della topologia, so che ¢ intersezione arbitraria
di elementi di F, quindi C =NC; = N(X — A;) = X —UA;, con A4; aperti di X quindi C' ¢ un
chiuso di X e per ipotesi di F si ha C' € F.

O

1.1.8 Definizione : Una base di una topologia ¢ una sottofamiglia di aperti in cui ogni
aperto della topologia ¢ unione di aperti della base.

Osserviamo che per quanto detto prima le palle aperte sono una base della topologia eucli-
dea. Ora mi chiedo se scelta una qualunque famiglia di sottoinsiemi esiste una topologia di cui
quella e la base.

1.1.2 Teorema : Sia # una famiglia di sottoinsiemi di X, se :

1) X= U B,

B,c%

2) per ogni By, By € % e per ogni x € By N By esiste C € A tale che v € C C By N By
(sto dicendo che l'intersezione di due chiusi & unione di chiusi, non che & un chiuso, difatti non
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ho ancora una topologia sono sempre all’interno di una famiglia di insiemi).

Allora esiste ed unica una topologia di cui % e una base, e dico che questa topologia 7 e
composta dalle possibili unioni arbitrarie degli elementi di .

Dimostrazione : Devo verificare che la topologia 7 formata da unioni arbitrarie di ele-
menti di Z con le ipotesi date ¢ una topologia. Intanto ovviamente (), X sono aperti per
I'ipotesi 1, poi presa una famiglia infinita di A; € 7, so che sono unione dei B;; € # allo-
ra U(4;) = U(LjJBU) = UBj; che a sua volta ¢ unione dei B;; € % quindi sta in 7. Infine

i A i

consideriamo una famiglia finita di A; € 7, partiamo dall’intersezione di soli due insiemi. Ab-
biamo A; N Ay = (UB;) N (UB;) = U(B; N B;) che per l'ipotesi 2 si ha B; N B; = UB, quindi
A1 N Ay = U B, quindi sta in 7, e per induzione di ha la tesi.

O

Dopo questo primo incontro con la topologia, facciamo un passo indietro e ritorniamo in uno
spazio metrico.

1.1.4 osservazione : Due metriche si dicono equivalenti se inducono la stessa topologia.
1.1.5 osservazione : Sia X una topologia e di,ds due distanze. Se d; < ds allora
By = By,(a,e) C By (a,e) = By infatti se z € By allora dy(z,a) < € ma d; < dy quindi

di(a,z) <e.

1.1.1 esercizio : Consideriamo in R? le distanze

1) dg(P,Q) = \/(xp —x4)% + (yp — yy)? detta distanza euclidea.
2) doo (P, Q) = sup(|z, — 24|, [yp — yql)-

3) dl(Pa Q) = ’xp - xq’ + ’yp - yq|'

Queste distanze sono equivalenti e quindi iducono la stessa topologia detta Topologia eu-
clidea. D’ora in poi, a meno di non specificarlo, considerero R™ con la topologia euclidea.

soluzione : Voglio dire che vale do, < dp < di < mds, una volta dimostrato questo, usando
I'osservazione precedente ottengo che le palle di una topologia stanno in quell’altra e viceversa.
L’unica diseguaglianza non ovvia ¢ dg < dy. Ora |z, — 24| + |y, — y4| > 0 allora dp < d; <=
(p—2)* + (Yo — ¥a)? < (J7p = Tgl + Yo — val)? = (T — 2¢)* + (Yo — ¥o)* + 2|75 — 24|y — Yol =
2|z, — x4||yp — yq| > 0 che & vera.

11



Osserviamo che la palla aperta di raggio 1 e centro nell’origine di d; dell’esercizio precedente e

(Figura 2)

Prendiamo una distanza d e consideriamo la sua limitazione standard 6 = inf(1,d), si di-
mostra che ¢ una distanza inoltre e equivalente a d infatti 6 < d e ogni palla generata dalla
distanza d la posso vedere come unione delle palle generate da 0. Questo esempio ci mostra
che una topologia ¢ una struttura locale non globale infatti ¢ é banale per i punti maggiori di
1 eppure ¢ equivalente ad una distanza che agisce globalmente su tutto X quindi con questo
esempio sto dicendo che se la topologia sta in X o sono in una palla di raggio 1 ¢ uguale,
topologicamente parlando.

1.1.9 Definizione : Sia X uno spazio topologico e A un suo aperto, la chiusura di A e

Iintersezione di tutti i chiusi C' di X che contengono A, ovvero A = () C. La parte interna
CoA

di A e I'unione di tutti gli aperti B di X contenuti in A, ovvero A° = |J B.
BCA

1.1.10 Definizione : Sia X uno spazio topologico. Si dice che A ¢ denso in X se e solo se
X = A, la chiusura di A e tutto X.

Facciamo qualche esempio di topologia. Definisco la topologia cofinita dove un insieme A
¢ aperto se e solo se X — A ¢ finito oppure A ¢ uguale a tutto X o a ). Si verifica che ¢ una
topologia infatti per ipotesi X e () sono aperti, inoltre se prendiamo una unione arbitraria di
aperti J A; allora X —JA; = N(X — 4;) ma gli X — A; sono finiti quindi 'intersezione arbi-
traria di insiemi finiti e finita, infine se prendiamo una intersezione finita di aperti N A; allora
X —NA4; =U(X — A;) ma l'unione finita di insiemi finiti e finita quindi abbiamo dimostrato
che ¢ una topologia. E confrontabile con quella euclidea? ovvero una ¢ pit fine dell’altra? La
topologia cofinita e meno fine di quella euclidea infatti se prendiamo [0, 1] in R questo & un
chiuso nella topologia euclidea ma non di quella cofinita dove i chiusi sono tutti e soli i sot-
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toinsiemi finiti. Invece un chiuso della topologia cofinita ¢ un chiuso di quella euclidea infatti
un insieme discreto di punti ¢ unione di singoli punti che sono chiusi nella euclidea in quanto
complementari di (—oo,a) U (a,+00) che & aperto nella euclidea e siccome i chiusi determina-
no univocamente la topologia si ha che ogni aperto della topologia cofinita sta in quella euclidea.

1.1.6 osservazione : La distanza fra due insiemi A e B ¢ data dalla formula

inf{d(P,Q)}pea, gen-

1.1.2 esempio : Troviamo un insieme chiuso C' di R disgiunto da Z e tale d(C,Z) = 0.
Se consideriamo l'insieme {HT—H}n>2 questo ¢ ovviamente disgiunto da Z e notiamo inoltre che
d(1,™1) ~ 1 che tenda a 0 quindi i due insieme hanno distanza 0, infine {"*} & unione di
punti quindi ¢ un chiuso.

Prima di andare avanti abbiamo bisogno di definire e dimostrare le proprieta di R che ci
saranno utili per i passi successivi.

Costruzione dei reali via sezione di Dedekind:

Proponiamo la costruzione di R via sezione di Dedekind, ci sara utile per i prossimi teoremi a
vere fresca questa dimostrazione. Introduciamo innanzi tutto i reali come x = n + 0,dds - - -
dove n € un intero e i d; sono naturali da 1 a 9. I reali come i razionali hanno pit modi di essere
espressi per esempio % = %, ugualmente per i reali 1 = 0,9. Per sistemare questa dualita di
scrittura diciamo che non esiste ¢ tale che definitivamente per ogni n > ¢ si abbia d,, = 9, inoltre
i reali li possiamo esprimere in funzione dei decimali ovvero un numero reale ¢ quel numero
che soddisfa la doppia disequazione n + % + % + -+ 1%’1 <z <n+ % + 1% + -+ df(;;l
per ogni k e per ogni di, ora proseguiamo con la costruzione dei reali (osserviamo che queste
considerazione le abbiamo fatte a posteriori, ovvero conoscendo gia la forma dei numeri reali,
inoltre 1'ultima considerazione riguardo ’espansione decimale la possiamo fare una volta che
siamo in grado di poter costruire una tale espansione e ci sara utile la funzione parte intera ma
di tutto questo ne parlero in seguito).

Si chiama sezione di Dedekind la coppia (A, B) di sottoinsiemi non vuoti di Q dove AN B =
), AUB = Q e per ogni a € A e per ogni b € B si ha a < b, con questa definizione (A, B)
¢ ambiguo infatti puo essere visto come A che e I'insieme degli elementi strettamente minori
di un certo r e B l'insieme degli elementi maggiori uguali a » oppure A come l'insieme degli
elementi minori uguali di 7 e B 'insieme degli elementi maggiori strettamente di r. Ci riferiamo
solo alla prima dicitura, formalmente diciamo che oltre alla definizione sopra data si ha che A
¢ non vuoto e diverso di Q, se per ogni a € A si ha che se @’ < a allora @’ € A ed infine A non
ha massimo ovvero non esiste m € A tale che m > a per ogni a € A, dunque B ¢ univocamente
determinato da Q — A quindi posso identificare la coppia (A, B) con A. A questo punto dico

che R e I'insieme delle sezioni di Dedekind, cioe esiste un unico elemento separatore dei due
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insiemi della sezione e quel elemento ¢ un reale e lo identifico con la sezione che e anche il
sup(A), per esempio /2 ¢ identificato da A = {a € Q | a < 0 oppure a®> < 2}. Con questa
definizione osserviamo che R ha una copia isomorfa di Q data dalle sezioni {z € Q | x < ¢ € Q}.

1.1.3 Teorema : Due corpi ordinati completi £ e F' sono isomorfi.

Dimostrazione : (idea della dimostrazione) Intanto osserviamo che in un corpo ordinato
completo ogni quadrato e non negativo, il corpo ha caratteristica 0 ed ha una copia isomorfa di
Q, inoltre ¢ archimedeo ovvero per ogni a, b nel corpo tale che 0 < a < b esiste n tale che b < na.
Ora definiamo Q, = {r € Q | r < a}, osserviamo che @Q, ¢ una sezione di Dedekind, dunque &
non vuoto e superiormente limitato, con cio definiamo h : E — F tale che h(a) = sup(Q,).
Questo € un isomorfismo infatti coincido le relazioni d’ordine dei due corpi, e 'identita su Q e
si verificano tutte le altre proprieta dell’isomorfismo.

U

1.1.6 Proposizione : QQ ¢ denso in R.

Dimostrazione : Per dimostrare cio mostro che presi due reali esiste sempre un razionale
che ci sta in mezzo. Intanto osserviamo che R € un campo ordinato completo percio valgono le
proprieta descritte dal teorema 1.1.3, ora prendiamo due reali r, ¢t € R, sappiamo che R ¢ un
campo ordinato completo quindi se consideriamo l'insieme A, = {n € N | n < r}, che definisce
una sezione di Dedekind, con r € R, questo ha sup ed il sup ¢ la parte intera di r quindi posso
definire la funzione parte intera come [x] = sup(A;), devo solo verificare che N ¢ infinito cosi
¢ una buona definizione in quanto non dipende dal numero reale che si considera, e in effetti
se fosse limitato fino ad n avrebbe un elemento separatore ¢ tale che ¢ > n man+1> ce
n+1 € N assurdo, quindi ¢ illimitato. Adesso con la funzione parte intera posso esprimere ogni
numero reale come espansione decimale infatti r = [r] + [(r — [r])10] + - - - quindi considerando
i due reali r,t tale che r < t posso considerale la loro espansione decimale r = n + 0,dds - - -
et =m+40,s189---, consideriamo ora il pit grande v tale che d; = s; per ogni i < v, si ha
allora che s,y1 = dy11 +a con 0 < a < 9. Allora tronco I'espansione di ¢t a s, e considero il
razionale £ = n + 0,515y - - - 5,5,41 € Q allora r <t < .

O

1.1.1 Corollario : I numeri decimali sono densi in R

Dimostrazione : Con le stesse considerazioni del teorema precedente consideriamo i reali
r,t e le loro espansioni decimali e cerchiamo di trovare un decimale che ci sta in mezzo.
O

Abbiamo osservato che 1 = 0,9, questa ambiguitd in R ¢ dovuta al fatto che non esisto gli
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infinitesimi in R, in 0, 9 differisce da 1 per un infinitesimo ma questo non ¢ definito anzi ¢ nullo
quindi sono uguali. Questa mancanza puo portare a dei problemi, per esempio consideriamo
I’angolo che c¢’¢ tra una curva ed una sua tangente, diremo che € 0 ma se ’angolo e la parte di
piano compresa fra le due curve questa non non e nulla, il problema e che I’angolo ¢ infinitesi-
mo. In insiemi di funzioni la questione e ben diversa, troviamo funzioni che hanno infinitesimi
maggiori di 0 e minori di % per ogni n, che e assurdo pensare in R.

1.1.2 Corollario : L’insieme dei reali non ¢ numerabile.

Dimostrazione : Se fosse numerabile allora esisterebbe una corrispondenza biunivoca tra R
ed N; si dimostra che R corrisponde biunivocamente al segmento (0, 1) quindi posso anche con-
siderare un corrispondenza biunivoca tra N e (0,1). Se per assurdo esistesse una applicazione
suddetta allora potrei mette tutti i numeri nel segmento (0, 1), in espansione decimale, in una
lista ordinata della forma :

r1 = 0,a1a2a3 - - -
T = 0,b1b203 - - -
r3 = 0,cicoc3 - - -

costruendo cosi una matrice infinita di tutti i numeri del segmento, se prendiamo pero il reale
della forma 0, ajas - -+ con aq diverso da a; e da 9, g diverso da by e da 9 ect..., ovvero prendo
la diagonale e la considero come espansione decimale e costruisco un reale che ha ogni elemento
della espansione diverso da questo. Questo numero, ottenuto dal procedimento detto diagonale
di Cantor, non sta nell’elenco perche se ci fosse sarebbe nella posizione r, ma questo ha 1'n-
esimo decimale che sta sulla diagonale e per costruzione ¢ diverso da quello della diagonale che
e assurdo, dato che la configurazione e unica, percio R non & numerabile.

O

1.1.3 esempio : Trovo una bigezione tra il segmento (0,1) e il quadrato (0,1) x (0,1). B
ovvio che #(0,1) < #(0,1) x (0, 1), inoltre considero la coppia (z,y) € (0,1) x (0, 1), in espan-
sione decimale si ha che x = 0,a1as--- e y = 0,b1by - - -, allora posso costruire un’applicazione
iniettiva tra (0,1) x (0,1) e (0, 1) tale che ad ogni coppia (z,y) come prima associo il numero
0, aibyasbs - -+ e si ha che (0,1) x (0,1) ¢ in corrispondenza biunivoca con (0, 1).

O

E possibile trovare anche una applicazione continua tra (0,1) x (0,1) e (0,1) che ¢ data dalla
curva di Peano, ci sono tante curve di Peano ma ognuna ¢ data da una successione di curve
frattali che al limite ricoprono tutto il quadrato (da vedere un esempio). Ritorniamo adesso
agli argomenti di topologia.
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1.1.1 Lemma : D ¢ denso in X <= per ogni A aperto di X ho che AN X # ().

Dimostrazione : (<=) Supponiamo che per ogni aperto A di X si ha AND # () e supponia-
mo per assurdo che D # X allora si ha che, essendo D chiuso, X — D aperto e (X — D) ND =10
assurdo quindi X = D.

(=) Supponiamo adesso che D = X e di avere una aperto non vuoto A tale che AN D = ()
allora D C X — A, siccome X — A ¢ chiuso allora D C X — A # X assurdo, quindi vale la tesi.
O

1.1.7 osservazione : Nella dimostrazione della densita di Q si usa implicitamente questo
fatto, ovvero abbiamo dimostrato che per ogni intervallo di R, quindi aperto, trovavamo un
razionale contenuto dentro.

1.1.4 esempio : Consideriamo R con la topologia cofinita, N ¢ un insieme infinito quindi
¢ un aperto e la sua chiusura (siccome i chiusi sono solo gli insiemi finiti o tutto R) ¢ tutto R
quindi e un insieme denso.

1.1.11 Definizione : Sia F C X, si dice frontiera il chiuso F — F°.
1.1.12 Definizione : Sia z € F allora si dice che z & aderente a F.

1.1.13 Definizione : Sia z € X, si dice intorno di x un insieme [ tale che esiste un aperto
UdovexreUCI.

1.1.8 osservazione : Un insieme aperto ¢ intorno di ogni suo punto.

1.1.9 osservazione : Se U ¢ un intorno di un punto e U C V allora V' ¢ intorno dello
stesso punto.

1.1.10 osservazione : Se U,V sono intorni di un punto allora anche U NV e U UV sono
intorni dello stesso punto.

1.1.7 Proposizione : Per ogni x € X definisco la famiglia .#(x) di intorni di z. Ora dico
che un aperto in #(x) € un insieme che ¢ intorno di ogni suo punto allora questi definiscono
gli aperti di una topologia.

Dimostrazione : Ovviamente () e X sono aperti, consideriamo 1'unione arbitraria di aperti
U A;, se prendiamo un punto x dell’'unione questo apparterra ad un aperto A; per un certo i,
ma A; e intorno di x quindi esiste un aperto U tale che x € U C A; C UA; quindi U A; e
aperto. Ora consideriamo 'intersezione di due aperti AN B, per ogni punto = dell’intersezione
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si ha che x € A e x € B quindi esistono due aperti U,V taleche x e U C Aex €V C Bin
particolare r e UNV C AN B.

1.1.2 esercizio : Sia X uno spazio topologico e sia 7 : P(X) — P(X) tale che y(A) =
C(A) dove C(A) D A, inoltre v ¢ idempotente ovvero C(C(A)) = C(A), poi C(0) = 0 e per
ogni A, B C X si ha C(AUB) = C(A) UC(B), in particolare C'(A) ¢ un chiuso e v si chiama
operatore di chiusura. Definisco allora che un chiuso ¢ un insieme A tale che C'(A) = A allora
questi chiusi definiscono una topologia.

soluzione : Osserviamo che per ipotesi C'()) = 0 e ovviamente C(X) = X. Consideria-
mo una unione finita di chiusi JA; allora C(UA;) = UC(A4;) = UA; dunque ¢ un chiu-
so (dove il primo uguale deriva dall'ipotesi C(A U B) = C(A) U C(B) piu una induzione
sul numero delle unioni), infine consideriamo lintersezione arbitraria di chiusi () A; allora
CNA) =CNX —-B)) =C(X—-UBy) = X—-UB;, = NX —B;) =NA;, dove B; so-
no aperti e il terzo uguale perché X — J B; ¢ chiuso.

Con questi esempi ho mostrato che ci sono tanti modi per definire una topologia: con gli
aperti, con i chiusi, con gli intorni, con 'operatore di chiusura e con una distanza, anche se non
¢ sempre detto che uno spazio topologico sia indotto da una distanza, inoltre questi elencati
non sono gli unici modi per definire una topologia. Adesso voglio definire, a partire da uno
spazio topologia, altri spazi topologici.

1.1.14 Definizione : Sia X uno spazio topologico, sia Y C X un suo sottoinsieme, allora
Y ha struttura di sottospaziose A C Y & aperto <= esiste un aperto U di X tale che A = YNU.

Attenzione a non confondere le idee, questo non vuol dire che ogni sottoinsieme ¢ sottospazio
ma lo ¢ se verificata quella ipotesi. Per esempio R* ¢ uno spazio vettoriale ma non dobbiamo
pensarlo come sottospazio di R perché la sua struttura e diversa da quella di R, le operazioni
non sono le stesse. Analogamente per essere sottospazio topologico deve valere che ogni aperto
di Y é intersezione di Y con un aperto dello spazio X.

1.1.5 esempio : Sia [0,1] con la topologia discreta, questo & un sottoinsieme di R (con
R inteso con la topologia euclidea), ma non ¢ un suo sottospazio in quanto 0.5 € un aperto in
[0, 1] con la topologia discreta ma non esiste aperto A di R tale che AN[0,1] = 0.5. Anzi [0, 1],
con la topologia euclidea, e sottospazio di R.

1.1.8 Proposizione : Se Y C X ¢ sottospazio allora ’applicazione immersione ¢ : ¥ — X
¢ continua.
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Dimostrazione : Basta osservare che preso un aperto U di X si ha che i '(U) =Y NU che

¢ aperto in quanto Y ¢ sottospazio.
O

| con la topologia discreta, abbiamo che i :
] non ¢ sottospazio con la topologia discreta.

1.1.6 esempio : Consideriamo sempre [0,

1
[0,1] — R & continua ma come detto prima [0, 1

1.1.15 Definizione : Y C X e sottospazio se e solo se Y ha la topologia meno fine per cui

I’applicazione immersione ¢ continua.

Con questa definizione escludiamo che accada il caso dell’esempio precedente e diciamo che
la topologia di sottospazio ¢ una sola ed e caratterizzata da questa definizione.

1.1.16 Definizione : Un sistema fondamentale di intorni € una famiglia di intorni di un
punto tali che ogni intorno di questo punto contiene uno di quelli di questa famiglia.

1.1.11 osservazione : Gli insiemi di una base di una topologia che contengono un punto
formano una sistema fondamentale di intorni per quel punto.

1.1.3 esercizio : AUB=AURB

N
N
e
C
s

soluzione : [C] AC AUBe B C AUB = AC AUBeB C AU
eBCAUBallora AUBC AUB. [D]AUBCAUB=— AUBC AU

o &

—

Per AN B non ¢ cosi semplice infatti se consideriamo in R due palle aperte e tangenti, lo-
ro hanno intersezione vuota quindi la chiusura dell’intersezione ¢ vuota ma l'intersezione delle
due chiusure ¢ il punto di intersezione che quindi non e vuota.

1.1.9 Proposizione : Sia F un insieme e F l'insieme dei punti aderenti (o la sua chiusura),
allora per ogni x € F e per ogni I € .#(x) si ha che INF # (.

Dimostrazione : Se x € F allora esiste un aperto A tale che z € A e ANF = () dunque se x.
O

1.1.12 osservazione : L’insieme dei punti a distanza 0 da un insieme ¢ la sua chiusura.
1.1.4 esercizio : La funzione distanza da un insieme ¢ una funzione continua.
soluzione : Sia dz(x) = inf{d(x,z)}.cz la funzione distanza da un insieme, bisogna dimo-
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strare che |dz(z) —dz(y)| < € ogni qualvolta d(z,y) < ¢. Per la definizione di inf si ha che per
ogni €; > 0 esiste z € Z tale che dz(z)+¢€; > d(x, z) quindi dz(y) < d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) <
dz(x) + €1 +d(z,y) quindi si ha che |dz(y) —dz(z)| < |e1 +d(x,y)| < |61+ 0| = € e si ha la tesi.

Quindi dopo aver definito cosa € una topologia ci siamo chiesti se alcune proprieta dello spazio
da cui eravamo partiti, ovvero R o uno spazio metrico in generale, si mantenevano anche in
uno spazio topologico. Abbiamo innanzi tutto definito e studiato 'insieme R ed abbiamo visto
che la chiusura si puo definire anche in uno spazio topologico, e anzi, che con questo concetto
si puo definire una topologia. Seguendo questa linea abbiamo mostrato altri modi per poter
definire una topologia in legame ad R come con gli intorni, abbiamo inoltre visto il concetto
di frontiera e aderenza e abbiamo infine cercato di definire il concetto di sottospazio e in che
relazione sta con la continuita. Ricordiamo che il motivo che ci ha portato a definire il concetto
topologia ¢ di definire il concetto piu astratto di continuita quindi tutto quello che si andra ad
approfondire sara in relazione ad essa, a questo proposito vogliamo studiare funzioni che legano
spazi topologici e in che modo ci aiuta la continuita nel formare questi legami in modo da poter
classificare i vari spazi topologici.

1.2 Omeomorfismi

1.2.1 Definizione : Un omeomor fismo tra due spazi topologici X,Y e una applicazione
biunivoca continua con inversa continua.

Gli omeomorfismi sono applicazioni che permettono di muoversi liberamente tra gli spazi topo-
logici, quindi ¢ interessante studiarne alcuni invarianti e proprieta fondamentali, arrivando poi
ad una classificazione come anticipato prima.

1.2.1 osservazione : Se f omeomorfismo e g ¢ la sua inversa allora g~ (A) = f(A).

1.2.2 Definizione : Un applicazione che manda aperti in aperti ¢ detta aperta. Una ap-
plicazione che manda chiusi in chiusi € detta chiusa.

1.2.1 Proposizione : f ¢ omeomorfismo <= f & biunivoca, chiusa e continua <= f ¢
biunivoca, aperta e continua.

Dimostrazione : Sia f : A — B e omeomorfismo allora e biunivoca e l'inversa & con-
tinua quindi per ogni chiuso A — C con C aperto si ha che per continuita di g vale che
g (A-C) = f(A-C) = B— f(C) ¢ chiuso quindi f ¢ chiusa. Se f ¢ biunivoca e chiu-
sa allora per ogni aperto D = X — C' con C aperto si ah che f(D) = f(X —C)=B— f(C) ¢
chiuso quindi f(C) aperto dunque f aperta. Se f & biunivoca e aperta allora per ogni aperto
C di A si ha che g7*(C) = f(C) & aperto quindi l'inversa g ¢ continua dunque si ha la tesi.

19



1.2.2 osservazione : L’insieme degli omeomorfismi € un gruppo.

1.2.1 Teorema : Le uniche strutture moltiplicative di R™ sono definite solo per n =
1,2,4,8.

1.2.1 esempio : In R? si ha (a,b)(c,d) = (ac — bd, ab + bc) simile al prodotto in C. Osser-
viamo che R* = C? e R® = Q? (dove Q ¢ I'insieme dei quaternioni) e si fa una analogia a prima
si fa il prodotto anche in questi insieme.

Abbiamo precedentemente definito una struttura topologica sul prodotto di spazi topologi-
ci, quindi siamo riusciti a costruire un nuovo spazio topologico a partire da due dati. Quello
che andremo a fare nel capitolo che segue e di costruire una topologia sul quoziente di uno
spazio tropologico (tramite una relazione di equivalenza).

1.3 Quozienti topologici

Sia X uno spazio topologico e ~ una relazione di equivalenza, consideriamo allora I'insieme
X/ ~, mi chiedo se & possibile metterci una struttura di spazio topologico. Prendiamo la pro-
iezione al quoziente m : X — X/ ~ allora dico che :

1.3.1 Definizione : A € X/ ~ ¢ aperto se e solo se 77 !(A) ¢ aperto in X e con questa
scelta dico che la struttura di topologia su X/ ~ e la piu fine per cui 7 & continua.

Voglio vedere che con questa scelta di aperti ho effettivamente una topologia.

Ovviamente 771 (X/ ~) = X e 7~ }() = 0 sono dunque aperti, siano A; aperti di X/ ~ allora
esistono degli aperti B; di X tale che m(B;) = A; e vale che UA; = Un(B;) = n(U B;) infatti
sex € Un(B;) = 7 '(z) € B, C UB; = z € (U B;) dunque Un(B;) C (U B;), viceversa
se v € m(UB;) = 7 '(x) € UB; in particolare 77 1(x) € B; per un certo i quindi z € J7(B;)
dunque 7(U B;) C U (B;), in conclusione 7= (U A;) = 7Y (Un(B;)) = 7 ' (n(U B;) = U B; che
¢ aperto. Infine siano A, B aperti di X/ ~ allora esistono C, D aperti di X tale che 7(C') = A
e (D) = B, analogamente a prima si dimostra che 7(C) N w(D) = «(C' N D) e si ha che
effettivamente X/ ~ & uno spazio topologico.

1.3.2 Definizione : A si dice saturo se e solo se a € A allora b € A per ogni b ~ a per
una certa relazione di equivalenza ~, si dice inoltre che A, con quella proprieta, ¢ il saturato di a.
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1.3.1 esempio : In R diciamo che a ~ b <= a — b € Z allora il saturato di 1 ¢ Z, il
saturato di m ¢ ™ + Z.

1.3.1 osservazione : Nella topologia quoziente sia { un aperto di X/ ~ allora 771(Q) ¢
una aperto saturo di X. Vale sempre che la controimmagine di un aperto ¢ un saturo.

1.3.2 osservazione : L’applicazione f : R*> — R tale che f((z,y)) = xy non ¢ chiusa
infatti considero I'iperbole C' = {(z,y) | zy = 1}, questo & un chiuso perch¢ C' = f~1(1) ovvero
¢ la controimmagine di un chiuso ed essendo f continua allora ¢ chiusa, ma f(C) = R/{0} che
aperto dato che ¢ il complementare di {0} che ¢ un chiuso.

Considero 'applicazione continua f : X — Y dove X,Y spazi topologici, sia ~ una rela-
zione di equivalenza su X allora considero il diagramma

x—71 .y
N,
X/ ~

voglio vedere quando g ¢ un omeomorfismo, considero innanzi tutto che f ¢ anche surgetti-
va, di conseguenza abbiamo che g ¢ biunivoca. Adesso prendo un aperto A di Y, so che f~1(A)
¢ un aperto saturo di X quindi 7(f~1(A)) = g7'(A) ¢ aperto quindi g ¢ continua (sto usando
implicitamente che 7 & una applicazione aperta, ma lo vedremo piu avanti), con queste ipotesi
abbiamo scoperto che ¢ ¢ biunivoca e continua. mi resta da vedere quando ¢! & continua e
non ho ancora usato Y in tutto questo, dico che Y ¢ omeomorfo a X/ ~ se Y ha la struttura
di spazio quoziente quindi :

1.3.1 Teorema : (di omeomorfismo) Sia f : X — Y continua e surgettiva allora Y ¢
omeomorfo a X/ ~ se e solo se A ¢ un aperto di Y <= f~!(A) ¢ aperto di X.

Dimostrazione : Devo solo mostrare che g~' & continua. Sia A aperto di X/ ~ allora 7='(A)
¢ aperto di X perché 7 & continua (definizione 1.3.1) dunque f(7~*(A)) = g(A) ¢ aperto di YV’
(per ipotesi su Y).

O

1.3.3 osservazione : Nell'ipotesi del teorema uso A aperto <= f~!(A) aperto ma (=)

¢ ovvia dalla continuitd di f quindi la questione importante ¢ f~(A) aperto allora A aperto,
ovvero se ho un insieme B di X e I'immagine ¢ aperta allora anche B ¢ aperto.
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1.3.2 esempio : Prendo due rette parallele in R? parametrizzate da (x,1) e (y,0), dico
che (z,1) ~ (y,0) <= z,y > 0 e x = y. Osserviamo che (0,1) 7 (0,0) quindi quozientando
abbiamo

N
S

(Figura 3)

da 0 in poi le rette coincidono, inoltre gli intorni di (0,0) e (0,1) nel quoziente hanno sem-
pre intersezione non vuota infatti nel quoziente la parte di intorno maggiore di 0 di uno e
dell’altro va a coincidere.

1.3.4 osservazione : Nella topologia cofinita gli intorni si intersecano tutti fra di loro
infatti supponiamo che due intorni abbiamo intersezione vuota, allora esistono due aperti A, B
rispettivamente contenuti negli intorni, ma X — A & chiuso quindi finito e contiene B che &
infinito e cio e assurdo, dunque A e B si intersecano e percio anche gli intorni.

1.3.3 Definizione : Sia X uno spazio topologico, si dice che ¢ di Hausdorff o T; se e
solo se per ogni coppia di punti z, y esistono due intorni U C I(z) e V' C I(y) tale che UNV = 0.

1.3.5 osservazione : L’esempio precedente e I’'osservazione precedente mostrano due esem-
pi di spazi non T5.

1.3.6 osservazione : Un sottospazio di uno spazio di Hausdorff ¢ di Hausdorff, ma come
abbiamo visto nell’esempio il quoziente di uno spazio di Hausdorff non ¢ di Hausdorff, il quo-
ziente fa perdere molte proprieta dello spazio di partenza.

Quello che abbiamo visto introducendo gli omeomorfismo e la possibilita di muoverci attraverso
gli spazi topologici, abbiamo introdotto lo spazio quoziente e le sue proprieta che legano le ap-
plicazioni continue con gli spazi topologici. L’introduzione della nozione di essere Hausdor f f
e il primo posso nella ricerca di invarianti per omeomorfismo, caratterizzare gli spazi topologici
tramite questi invarianti ci dara la possibilita di classificarli a meno di omeomorfismo, in tutta
analogia con la similitudine o I’'SD-equivalenza incontrata nei corsi di Geometria 1.

1.3.1 esercizio : Se X ¢ T5 allora ogni punto e chiuso.
soluzione : Sia z € X, dimostrare che x ¢ chiuso e equivalente a dimostrare che X — {z}

22



¢ aperto. Ora per ogni y € X — {z} esistono z € U, e y € V,, tale che U, NV, = 0, con-
sidero quindi A = UV, e osservo che A = X — {z} infatti per ogni y € X — {x} so ha che
yeV,C A=y e A viceversa se y € A allora y € V,, C X — {z} infatti x ¢ V, dunque
y € X —{z}. In conclusione X — {z} = UV, e V, sono aperti dunque X — {z} ¢ aperto percio
x ¢ chiuso.

1.3.2 esercizio : (da vedere) Consideriamo una infinita numerabile di semirette, ci faccia-
mo qualcosa e questo non si immerge in R.

soluzione :

La definizione di essere T, ¢ alla base di una collezione di assiomi che servono per distin-
guere i vari spazi topologici dalle proprieta che hanno, questi assiomi prendono il nome di
assiomi di separazione tra i quali ci stanno le definizioni di Ty, 11, 15, T3, T% , Ty che definiremo
man mano del corso.

1.3.4 Definizione : Sia f: X — Y continua. f e detta immersione topologica se e solo
se f ¢ iniettiva e A C X ¢ aperto se e solo se esiste un aperto B C Y tale che A = f~1(B).

1.3.5 Definizione : Sia f: X — Y continua. f ¢ detta identificazione se e solo se f ¢
surgettiva e B C Y & aperto se e solo se f~!(B) C X ¢ aperto.

1.3.7 osservazione : Le implicazioni : «esiste un aperto B C Y tale che X D A = f~(B)
= A ¢ aperto» e «B C Y ¢ aperto = f~}(B) C X ¢ aperto», delle due definizioni precedenti,
sono ovvie perché derivano direttamente dalla continuita di f.

1.3.8 osservazione :

1) f ¢ una immersione se e solo se X ¢ un sottospazio topologico di Y. La topologia su
X e totalmente determinata da quella su Y ed é la meno fine per cui f e continua.

2) f & una identificazione se e solo se Y & un quoziente topologico di X, sotto la relazione

di equivalenza ~ in X tale che z ~ 2’ <= f(z) = f(2’) dove z,2” € X. La topologia su Y ¢
totalmente determinata da quella su X ed ¢ la piu fine per cui f & continua.

1.3.1 Proposizione : Sia f : X — Y continua e biunivoca allora f € una immersione
<> ¢ una identificazione <= ¢ un omeomorfismo.

Dimostrazione : Supponiamo che f sia una immersione e dimostriamo che & una identifi-
cazione. f & surgettiva e preso B C Y aperto so che f~}(B) & un aperto di X per continuita
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di f. Ora si f~1(B) aperto di X, siccome f ¢ una immersione so che per ogni aperto A di X
esiste B’ C Y aperto tale che A = f~!(B’), in particolare f~'(B) = f~!(B’), ma f ¢ iniettiva,
quindi B = B’ e siccome B’ aperto allora B aperto. Suppongo ora di avere f identificazione
e dimostriamo che f ¢ un omeomorfismo, mi basta dire che f~! & continua. Prendo un aperto
A € X, allora f(A) ¢ aperto in Y se e solo se f~'(f(A)) ¢ aperto, ma f~!(f(A4)) = A (in
quanto f & biunivoca) infatti f~1(f(A)) ={z € X | f(z) € {f(a) | a € A}} e se esiste z & A
allora esiste a € A tale che f(z) = f(a) = = = a assurdo. Ora sia f un omeomorfismo e
dimostriamo che ¢ una immersione. Devo dimostrare che A C X & aperto se e solo se esiste un
aperto B C Y tale che f~}(B) = A, dunque sia A aperto di X, siccome f & omeomorfismo f &
aperta, dunque f(A) = B ¢ aperto, e siccome f & biunivoca f~!(f(A)) = f~1(B) = A.

U

1.3.3 esempio : Voglio trovare una applicazione che non ¢ ne immersione ne identificazio-
ne. Considero 'applicazione identita Id : R — R continua e biunivoca, dove rispettivamente
ci sono le topologie 7 e 15, per l'ipotesi di continuita deve valere che 71 € piu fine di 7 infatti
sia B un aperto di 7, allora f~'(B) = Id~'(B) ¢ un aperto di 7;. Siccome 7 ¢ pit fine di 7
f non puo essere una immersione e per la proposizione precedente neanche una identificazione,
dunque ne un omeomorfismo.

1.3.1 Lemma : Sia f : X — Y continua allora :
1) Se f ¢ iniettiva e (aperta/chiusa) allora f ¢ una immersione (aperta/chiusa).
2) se f e surgettiva e (aperta/chiusa) allora f ¢ una identificazione (aperta/chiusa).

Dimostrazione :

1) Supponiamo f chiusa (& analogo per f aperta). Sia A C X un aperto, considero il chiuso
C = X/A, siccome f chiusa si ha che f(C') ¢ un chiuso di Y, ma f(C) = f(X/A) =Y/f(A)
quindi f(A) =Y/f(C) ¢ un aperto di Y e vale che A = f~!(f(A)) (in quanto iniettiva) quindi
€ una immersione.

2) Supponiamo [ aperta (& analogo per f chiusa). Sia B € Y, so che f~1(B) ¢ aperto di
X, ma siccome f aperta allora f(f~'(B)) = B (in quanto surgettiva) ¢ aperto quindi f ¢ una
identificazione.

O

1.3.4 esempio : Voglio trovare una applicazione che non ¢ ne aperta ne chiusa. Considero
I'immersione f : [0,1) — R, osserviamo che [0,1) = [0,1) N (—1,1) & un aperto di [0,1) ma
f([0,1)) = [0,1) non ¢ un aperto di R e [0.5,1) = [0,1) N [0.5,2] ¢ un chiuso di [0,1) ma

24



f([0.5,1)) = [0.5,1) che non & un chiuso di R.

1.3.5 esempio : f: R? — R tale che f((z,y)) = zy ¢ una identificazione aperta, infatti
cosi definita ¢ surgettiva inoltre & aperta in quanto se prendo una palla aperta di R?, la sua
proiezione ¢ un intorno aperto di R come si vede :

(Figura 4)

1.3.1 Proposizione : Sia f : X — Y continua, allora ¢ chiusa se e solo se dato X = |J C;
=1

1=

unione finita di chiusi C; allora ogni restrizione f|¢, : C; — f(C;) € un omeomorfismo.

n
Dimostrazione : Supponiamo X = {J C; unione finita di chiusi C; allora se f chiusa allora

ogni restrizione f|¢, : C; — f(C;) ¢ una applicazione continua e chiusa quindi ¢ un omeomor-
fismo, invece se ogni restrizione f|¢, : C; — f(C;) € omeomorfismo e sia B un chiuso di X

allora f(B) = f( 6 BNGC;) = 6 f(BNC;) (la seconda uguaglianza deriva dalla continuita di
i=1 i=1

f), BNC; chiuso } omeomorfismo allora f(BNC;) chiuso quindi f(B) & unione finita di chiusi
quindi & un chiuso allora f e chiusa.

O

1.3.6 esempio : Sia f : [0,27] — S' = {(z,y) | 2 + y? = 1} C R? con la topologia
euclidea, tale che f(t) = (cos(t), sen(t)). Questa applicazione ¢ surgettiva ma non iniettiva,
mostro che ¢ una identificazione chiusa e per il lemma 1.3.1 basta mostrare che ¢ una applica-
zione chiusa. Uso la proposizione precedente, divido S! in 8 chiusi come in figura :
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(Figura 5)
Considero quindi i chiusi C; = [%, (i+41)7r] con 0 < i < 8, ora la restrizione f|g, € continua
e bigettiva (questo si pud vedere graficamente, ogni arco di circonferenza ¢ I'immagine di ogni
restrizione), inoltre se considero f|g! : ST — [0,2n] tale che f|z!((#',y)) = arctg(%) allora,

preso (cos(t), sen(t)), si ha che f|g!((cos(t), sen(t))) = arctg(zzz((f))) = t dunque preso un chiuso
di S! la sua immagine tramite f~! & un chiuso percid ogni restrizione ¢ un omeomorfismo e si
ha che f e una identificazione chiusa. Osserviamo infine che f non e aperta in quanto 'aperto

[0,7) = [0,27] N (=1, 7) ha immagine non aperta.

1.3.7 esempio : Consideriamo la f dell’esempio precedente, e consideriamo la sua esten-
sione f : R — S, questa & ancora surgettiva, mi chiedo se ¢ aperta. Prendo una base di
aperti di R (sono della forma (a,b)), se b —a > 2m allora 'immagine di (a,b) & tutto S*
quindi e aperta, invece se ¢ minore 'immagine ¢ un arco aperto della circonferenza quindi
¢ aperta. Considero ora il chiuso C' = {2n7 + L}ocpen, ora f(C) = (cos(2), sen(+)) che non

¢ chiuso in quanto 0 ¢ aderente a f(C') ma 0 ¢ f(C') dunque 'estensione & aperta ma non chiusa.
L’insieme C dell’esempio precedente é detto discreto, ovvero un sottospazio Y di uno spa-
zio topologico e discreto in X se la topologia di sottospazio su Y coincide con quella discreta
ovvero per ogni y € Y esiste un aperto U di X tale che {y} = UNY, come ad esempio Z in R.

1.3.6 Definizione : Le fibredi f : X — Y sono le preimmagini f~!(y) al variarediy € Y.

1.3.7 Definizione : Sia Y C X e f: X — Z. si dice che f e costante su Y se e solo se
f(Y) & un punto.

1.3.2 Teorema : (Proprieta universale delle identificazioni) Sia f : X — Y una identifi-

cazione e sia g : X — Z continua. Allora esiste §: Y — Z continua tale che g = go f <= ¢
costante sulle fibre di f quindi commuta il diagramma :
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Dimostrazione : (=) Supponiamo che g = go f e sia f~!(y) una fibra, per ogni zy, 2z, €
f~Xy) si ha che f(x1) = f(x2) quindi g(z1) = go f(x1) = go f(x2) = g(x2) quindi g ¢ costante
sulle fibre.

(«<=) Supponiamo ¢ costante sulle fibre di f, definisco g : ¥ — Z tale che I'immagine
g(Y) = g(X). L’applicazione ¢ ben definita infatti g(y) = g(x) = g(f~!) = k (costante sul-
le fibre), inoltre ¢ continua in quanto preso un aperto B C Z si ha che g~!(B) ¢ aperto di
Y < (g *(B)) ¢ un aperto di X (il se e solo se deriva dal fatto che f ¢ una identificazio-
ne), ma f~H(g 1 (B)) = g *(B) che ¢ un aperto dato che g continua quindi §(B) aperto.

O

1.3.9 osservazione : Sia ~ una relazione di equivalenza su X esia 7 : X — X/ ~ la
proiezione al quoziente, la topologia quoziente su X/ ~ implica che B C X/ ~ ¢ aperto se e
solo se m71(B) ¢ aperto di X ovvero 7 & una identificazione .

1.3.1 Corollario : Sia g : X — Z continua e ~ una relazione di equivalenza su X allora
esiste g : X/ ~— Z con g = gom <= g & costante sulle classi di equivalenza che solo le fibre

dig.

1.3.10 osservazione : Sia f : X — Y continua, definiamo in X la relazione di equiva-
lenza ~ tale che x ~ 2’ <= f(z) = f(2). Usando quanto detto prima ho

x y’
X/ ~
e f & un omeomorfismo se e solo se f & una identificazione. Con questo sto dicendo che le
identificazioni sono tutte e sole le proiezioni al quoziente a meno di omeomorfismi.
1.3.2 Proposizione : Sia f : X — Y continua e sia la relazione di equivalenza ~ tale che
z,x’ € X allora x ~ 2’ <= f(z) = f(2’). Allora f ¢ identificazione <= f & omeomorfismo

dove vale il diagramma a sinistra
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X%/Y X—f/eY
m f 7 7
AN \X/N/?

X/ ~

Dimostrazione : (=) Supponiamo che f sia una identificazione, consideriamo il diagram-
ma a destra e so che vale m = 7o f e f = f o, voglio dire che f o7& = Idy eﬁof:[dX/N.
Per ogni y € Y, siccome f e un identificazione allora & surgettiva quindi esiste x € X tale che
y = f(x), ora for(f(x)) = fo(Fof)(z)= form(zx)= f(x)inoltre per ogni ' € X/ ~ siccome
T & surgettiva esiste # € X tale che 2/ = 7(z), ora 7o f(n(z)) = 7o (fom)(x) = 7o f(x) = ()
quindi ho ottenuto che fo# = Idy e 7o f = Id x/~ dunque sono una l'inversa dell’altra e sono
continue percido sono omeomorfismi.

(«<=) Supponiamo ora che f sia un omeomorfismo, allora f & surgettiva e Y ha la stessa to-
pologia di X/ ~ che & quella quoziente, vale allora che B C Y aperto <= fﬁl(B) aperto di
X/ ~e= 110 f"YB) = (for) ! = f(B) aperto di X, dove il primo se e solo se deriva dal
fatto che f & omeomorfismo, quindi f ¢ una identificazione.

O

1.3.8 Definizione : Sia X uno spazio topologico e sia Y C X sottoinsieme, definiamo una
relazione di equivalenza ~ in X tale che z,2’ € X allora x ~ 1/ <= z = 2/ oppure z,2’ € Y,
allora lo spazio quoziente X/ ~ denotato come X/Y & detto contrazione. In quanto Y viene
contratto ad un punto nel quoziente.

1.3.8 esempio : Sia [0,1) C R e sia X = R/[0,1) una contrazione, allora p : R — X
¢ una identificazione, voglio vedere se ¢ aperta o chiusa. Prendiamo il chiuso {0} e I'aperto
(0,1) di R, allora p(0) = p((0,1)) = p(]0,1)) in quanto la contrazione, per quanto detto dalla
definizione, ¢ indotta da una relazione che identifica i punti di Y = [0,1). Osserviamo che
I'immagine p([0, 1)) non € ne aperta ne chiusa in quanto lo ¢ se la sua preimmagine ¢ aperta o
chiusa ma p~*(p(0)) = p~'p([0,1)) = [0,1) e p~'p((0,1)) = p~'p([0,1)) = [0,1) ma [0, 1) non &
ne aperto ne chiuso in R quindi p € una identificazione ne aperta ne chiusa.

1.3.9 esempio : Consideriamo il rettangolo X = [0, 2] x [0,1] in R? come in figura :
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(27, 0)

(Figura 6)

Ora identifico i lati paralleli verticali tramite la relazione di equivalenza ~ tale che (z,y) ~
(',y) <= (x,y) = (2,y') oppure (z = 0,2 = 27 e y = y/). Ottengo cosi la contrazione
Y = X/ ~, ovvero ho semplicemente "incollato" i lati verticali ottenendo un cilindro con la
topologia quoziente, come in figura :

(Figura 7)

Mi chiedo se la topologia di quoziente che ho sul cilindro e la stessa topologia che ho sul
cilindro in R®. Sia C il cilindro in R? & considero I'applicazione f : Y — Cj, vorrei dimo-
strare che € un omeomorfismo cosi ho I'equivalenza, e per la proposizione precedente mi basta
vedere se I'applicazione g : X — Cj tale che g((s,t)) = (cos(s), sen(s),t) ¢ una identificazione.
g € banalmente surgettiva, dunque per il lemma 1.3.1 mi basta vedere se ¢ aperta o chiusa.
Prendiamo un punto sul lato verticale ¢ = (0,) e consideriamo un intorno aperto di questo
punto come in figura :
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(Figura 8)

che per la topologia di sottospazio che c’e sul rettangolo e l'intersezione tra il esso e una

palla centrata in (0,t). Osserviamo che I'immagine tramite g non ¢ un intorno aperto di f(¢)

infatti dal disegno si vede :

a sinistra c’e¢ I'immagine dell’aperto di prima e a destra c¢’¢ un aperto di f(¢), di fatto si
ha che la controimmagine di questi rispettivamente :

(Figura 9)

(0,¢) ) (0,t) | ! (2m,t)

(Figura 10)

a sinistra non c’e¢ ne un aperto ne un chiuso, a destra si ha un aperto, dunque 'applicazio-
ne non ¢ aperta. Per quanto riguarda un chiuso ragionando in modo analogo si ha che preso
all’interno o nei lati non identificati del quadrato ’applicazione manda il chiuso in un chiuso,
invece se lo prendiamo come prima in (0, ¢) sul lato verticale identificato dall’applicazione si ha
che 'immagine ¢ la semi luna che ¢ un chiuso dato che ha controimmagine chiusa come si vede
dalla figura :
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Y b

(Figura 11)

quindi I'applicazione & chiusa e percio € una identificazione. Considero ora il chiuso S =
{0,27} x [0, 1] che sono semre i lati verticali del rettangolo, I’applicazione che manda X nella
contrazione X/S e aperta, come si puo vedere intuitivamente non cé piu il problema dei lati
verticali perché vengono identificati ad un punto. Con la considerazione precedente avremmo
avuto che la controimmagine dalla semi luna sul cilindro sarebbe stata aperta. Osserviamo
inoltre che se avessimo cambiato relazione di equivalenza identificando sempre i lati verti-
cali ma mettendo in relazione il punto (0,¢) con il punto (27,1 — ¢) avremmo ottenuto un
nastro di Mobius.(immagine da vedere)

1.4 Spazi Proiettivi

1.4.1 Definizione : (Nei reali) Si indica con P*(R) = (R"** —{0})/ ~ lo spazio proiettivo
dove * ~ y <= x = My con A # 0. Consideriamo v : (R"™' — {0}) — P"(R) tale che
Y((zo, -+ yxn)) = [To,- -+ ,xy, dove [zg,--- ,x,] sono dette coordinate omogenee, questa e
una applicazione che identifica le rette di R"*!', dunque le fibre sono rette. Consideriamo
Ui ={[zo, - ,x,] € P"(R) | x; # 0}, questo & un aperto infatti, per la topologia quoziente, deve
valere che 71(U;) ¢ aperto, e infatti 71 (U;) = {(zo, - ,x,) € R*™ —{0} | z; # 0} che ¢ aper-
to. Gli U; si chiamano carte af fini, il complementare H; = {[xg,--- ,z,] € P"(R) | z; =0} =

P"(R) — U; € un chiuso ed ¢ un iperpiano all’in finito di U;, abbiamo inoltre che P"(R) = 6 Us.
=0

1.4.1 osservazione : (da vedere) U; & omeomorfo a R" infatti sia m; : 7= 1(U;) = U, — U,
questa ¢ una identificazione tale che 7; = 7[7.. Ora considero il diagramma :

Uy —— R”

i
X ’
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dove fi((wg--- ,xy)) = (&,... Bt ZEL L. o) — e f; & costante sulle fibre di m; (che

@i’ Towg ) T @

sono rette). Ora U; = U;/ ~ quindi fi([zg, -~ ,a;]) = (22, -+ ..., Z=t T oo Ln) voglio

x; T, ) x; 7 x;

vedere che f ¢ un omeomorfismo. Consideriamo il diagramma :

Ji R+ {0}

U —7f L re
U, U,

dove ogni applicazione ¢ continua e j;((yo, - ,Yn-1)) = (Yo, " »Yi-1, L, Yis1, * yYn_1), ba-
sta verificare che g; & I'inversa di f; e in effetti si ha [z, -+, ;)] iy (50, dyye e, o) AN
[xOJ o, Ti—1, ]-7xi+17 e 7xn] = [I07 T 73771]‘

1.4.1 esempio : P*(R) = Uy U Hy = R* U H,, dove Uy = {[zg,21,1] | To,21 € R} €
Hy = {[x0,21,0] | zo,7, € R/{0}}. Le rette parallele di R? si intersecano tutte in un punto
all'infinito, infatti consideriamo una retta qualsiasi della forma (At + a, ut + b) con t € R, nel
proiettivo le rette sono [At + a, ut +0,1] = [A + ¢, u + %, %]che per t ~ oo si ha [\, u,0] € Hy
questo e il vettore direzione della retta.

1.4.2 osservazione : Possiamo pensare P"(R) come quoziente della sfera S™ C R™*! infatti
definiamo la relazione di equivalenza ~ in S™ tale che © ~ y <= x = +£1 allora considerando
il diagramma

gn -ty meett o) T g

]
S/~ ——— P"(R) —L— 5"/ ~

f, g sono continue ed una inversa dell’altra, quindi S™/ ~=~ P*(R).

1.4.2 esempio : Voglio vedere che P}(R) ~ S* C R?. Definiamo S’ come la circonferenza
unitaria in R? centrata i (0, %) ¢ raggio %, considero inoltre I'applicazione v : ST — S’ che
prende un punto p # (£1,0) e restituisce il punto di intersezione tra la retta passante per p e
I'origine con S’ e nel caso di p = (£1,0) si ha y(p) = 0, come si vede graficamente
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Sl

(Figura 12)

Tale v e continua, surgettiva e aperta quindi ¢ una identificazione, considerando la relazio-
ne di equivalenza ~ su S! tale che (da vedere) z ~ y < ~(z) = y(y) < = = +ly o
equivalentemente x ~ y <= vy(z,y) = (—x172, —22) si ha allora che P}(R) ~ S'/ ~~ &'

2_ .2
To—T7 2361962)

. , . : _
esplicitamente 1’'omeomorfismo ¢ definito da v([xg, z1]) = <x§ s e .

1.4.3 osservazione : Gli spazi proiettivi in C sono analoghi a quelli in R. si ha P}(C) =
(C"*1/{0})/ ~ dove & ~ y <= = = Ay con A € C/{0}, si definiscono ugualmente le carte

affini U; e vale che P"(C) = U Uj, si definiscono le coordinate omogenee analogamente come
i=0
oo+ 2.

1.4.3 esempio : P'(C) ~ 5% C R?, esplicitamente 'omeomorfismo ¢ v([zo, 21]) =

<|20\2—|21\2 2021 —Z2120 Z_0Z1+Z_1ZO)
[z02+[21]2 7 [20[2+]21]2 7 [20]2+]21]? /"

1.5 Prodotti di spazi topologici

1.5.1 Definizione : Siano X,Y spazi topologici, ¢ consideriamo l'insieme X X Y. La
topologia prodotto sull’insieme X x Y ¢ la meno fine tra quelle che rendono continue le proie-
zionimy : X XY —Xeny: X xY —Y.

Potremmo chiederci se una topologia meno fine esiste effettivamente, per rispondere a que-
sta domanda basta considerare tutte le topologie per cui le due proiezioni sono continue e
ne facciamo l'intersezione e questa si dimostra essere la meno fine. Consideriamo ora l'insie-
me dei prodotti U x V dove U € un aperto di X e V' ¢ un aperto di Y con X, Y spazzi topologici.
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1.5.1 Proposizione : L’insieme dei prodotti definito prima ¢ una base di una topologia.

Dimostrazione : Bisogna verificare le ipotesi del teorema 1.1.2. Ovviamente tutto lo spazio

X x Y e prodotto di due aperti di X e Y, resta de verificare che l'intersezione di due elemen-
ti AXx B e C x D ¢ unione di prodotti; Ax BNC x D = (ANC) x (BN D) quindi & una
base di una topologia i cui aperti sono unioni arbitrarie di elementi della base ovvero di prodotti.
O

1.5.2 Proposizione : La topologia prodotto della definizione 1.5.1 e la topologia generata
dall’insieme dei prodotti della proposizione precedente sono equivalenti.

Dimostrazione : Intanto mostro che con la topologia generata da una base di prodotti le pro-
iezioni 7x, Ty sono continue. Consideriamo 7x prendo un aperto U di X, allora 7' (U) = UxY
che & un aperto, in analogia per piy, prendo un aperto V di Y allora my' (V) = X x V. Quindi
questa topologia rende continue le proiezioni, siccome le topologia prodotto della definizione
1.5.1 & la meno fine che fa questo allora la topologia prodotto & contenuta in quella generata da
i prodotti di aperti, resta da dimostrare 'altra inclusione. Prendo un aperto A della topologia
generata dai prodotti, questo sara unione arbitraria di U x V,ovvero A = JU; x V;, osservo
che U; x Vi = n (Uy) Ny (V;), wx (Us), my* (V;) sono aperti della topologia prodotto quindi
anche A ¢ unione di elementi della topologia prodotto quindi abbiamo dimostrato I'uguaglianza.

O
1.5.1 esempio : Consideriamo il sottoinsieme {x} X Y come rappresentato in figura
Y {2} x Y
X
(Figura 13)

Questo ha anche struttura di sottospazio in quanto un aperto ¢ della forma {z} x V =
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({z} xY)N (U x V) dove U ¢ un aperto di X che contiene z.

1.5.2 esempio : L’applicazione f: Y — {z} x Y tale che f(a) = (z,a) & un omeomorfi-
SmMo.

1.5.3 Proposizione : Sia f : Z — X X Y e consideriamo le proiezioni 7y : X x Y — X
emy : X XY — Y. fécontinua <= mx o f e my o f sono continue.

Dimostrazione : Consideriamo il diagramma

71 o xxy ™,y

[~

X

(=) Si ha che f, my, my sono continue, la composizione di applicazioni continue & conti-
nua quindi 7x o f e my o f sono continue.
(«<=) Si ha che mx o f e my o f sono continue, pendiamo un aperto U x V di X x Y, allora si
ha che f[~(U x V) = (mx o f)"(U) N (my o f)(V), che ¢ un aperto.

U

1.5.4 Proposizione : Uno spazio topologico X ¢ Ty <= la diagonale A = {(z,z) |z € X}
¢ chiuso.

Dimostrazione : Si puo vedere graficamente la diagonale dalla figura che risulta essere in-
tuitivamente lo spazio {z} x {z}

(Figura 14)
Ora sia U x V un aperto di X x X, si osserva che UNV C A e che UNYV e un aper-
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to di X, ora per ogni (z,y) € X x X/A siccome X & T, esistono due intorni U,V tale che
relU, yeVeUNV =0 quindi U x V & intorno di (z,y) ed ‘e contenuto in X x X/A quindi
X x X/A ¢ aperto ¢ di conseguenza A ¢ chiuso.

O

1.5.1 Corollario : Siano f: X — Y e g: X — Y continue dove X,Y spazi topologici
e Y ¢ Ty. Allora L’insieme K = {z | f(x) = g(z)} & chiuso.

Dimostrazione : Considero 'applicazione ¢ : X — Y x Y tale che ¢(z) = (f(z), g(x)), K
¢ la diagonale di Y x Y e siccome Y ¢ Ty allora K ¢ chiuso.
O

1.5.1 osservazione : Due funzioni continue su R se coincidono su Q allora sono uguali,
infatti abbiamo che R ¢ Th e Q C {z | f(z) = g(x)} che ¢ un chiuso dato che R ¢ Ty, ma
siccome @ & denso I'unico chiuso che contiene Q ¢ tutto R quindi {z | f(z) = g(x)} = R di
conseguenza f = g.

Facciamo un attimo un excursus di analisi, ricordiamo alcune definizioni. Consideriamo R,
un punto di un insieme ¢ detto di accumulazione se ogni intorno del punto non contiene i punto
stesso che a differenza del punto di aderenza e che ogni intorno deve essere non vuoto quindi
possono contenere solo anche il punto stesso, e poi i punti limite che sono punti di accumula-
zione che appartengono all’insieme, per esempio {%}neN ha 0 come punto di accumulazione ma
non ¢ punto limite. Con questi concetti si posso costruire le successioni, questo pero sono a
stretto contatto con il concetto di sistema di intorni numerabile che ¢ un concetto che si ritrova
benissimo in R per questo ’analisi si fa su questo insieme, per esempio in C non si hanno tutte
le proprieta come in R, per esempio C ¢ ordinabile come insieme, dato che C ¢ equipotente
a R, e sia 7 una bigezione, allora z,y € R si ha y(z) < 7(y) <= = < y, ma C come corpo
non ¢ ordinabile, per esempio basta vedere che 1 = /(=1)(=1) = /=1y/~1 =i* = —1. Ora
mostrero un esempio di uno spazio che possiede un intorno non numerabile.

1.5.3 esempio : Consideriamo R ¢ consideriamo la relazione di equivalenza ~ tale che
T ~ Yy <= x =y oppure z,y € Z, si ottiene cosi il quoziente R/Z che lo possiamo immaginare
come un fiore con infiniti petali, praticamente identifichiamo tutti punti di Z e gli intervallini
tra un intero ed il successivo formano un petalo. Questo non si immerge in R infatti (da vede-
re), (boh da vedere se identifico (0,1) ad un punto il quoziente non & T, e se identifico ad un
punto R — [0, 1] il quoziente ¢ insiemisticamente S' ma non & omeomorfo a S'). Consideriamo
un punto di Z nel quoziente si riduce al punto centrale del fiore che chiameremo w, un intorno
di questo e formato da tanti archetti ed ha controimmagine in R come una unione disgiunta di
intervalli come in figura

36



AT~
~—
AT~
N
A~
N

(Figura 15)

Supponiamo ora che questo w abbia un sistema fondamentale di intorni numerabile, chiamia-
mo V; gli intorni di questo sistema fondamentale, allora i 7=!(V;) saranno unioni disgiunte di
intorni dei punti di Z come fatto vedere dalla figura, e chiamiamo questi intorni U;;, intorno di
j, quindi 7 *(V;) = UUj;, ora osservo che se a Uy; ci levo un punto ottenendo U;;/{z} questo
rimane ancora un intorno di j in quanto U;;/{z} = U;; "R/z. Ora se i V; sono numerabili li
posso mettere in successione in questo modo

7T_1(V>1 = U11UU12UU13U"‘
7T_1(V>2 = U21UU22UU23U"‘
W_l(‘/g) = U31 UU32UU33U"'
(Vi)

Ora all’aperto Uj; tolgo un punto z; & Z ottenendo U;; /{x;} e costruisco 'aperto V- = U Uy; /{x;},
V' non contiene nessuno dei V; perché se ne contenesse uno, conterrebbe anche U;, per un certo i,
ma non lo contiene perche gli manca il punto x; € Uy, siccome 7(V') € ancora un intorno di w al-
lora i V; non sono un sistema fondamentale di intorni di conseguenza non puo essere numerabile.

In analogia all’esempio precedente si puo dimostrare che R non ha un sistema fondamenta-
le di intorni numerabile in R? (da vedere : se R lo quoziento ad un punto, il risultato non
si immerge in R™). Con cio per concludere che il quoziente sembra non conservare nessuna
proprieta.

Abbiamo visto che R lo possiamo costruire con le sezioni di Dedekind, questo metodo usa
implicitamente il concetto di connessione (oppure le classi contigue), non e 'unico modo, per
esempio con Bolzano-Weierstrass si usa il concetto di compatto oppure anche lo si puo costruire
con le successioni di Cauchy, mettendo una relazione di equivalenza per cui due successioni sono
equivalenti se hanno lo stesso limite e le classi sono i punti di R ¢ questo usa implicitamente
il concetto di completezza. Vorremmo ritrovare questi concetti anche in uno spazio topologico,
la completezza non la approfondiamo ora dato che completo significa che ogni successione di
Cauchy converge nell’insieme e la successione come abbiamo detto prima € un concetto che ha
bisogno di molto prima di essere definito.
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Capitolo 2

Connessione e Compattezza

2.1 Insiemi connessi
2.1.1 Definizione : Sia X uno spazio topologico
1) X @ connesso <= gli unici sottoinsiemi aperti e chiusi sono () e X.
2) X @& connesso <= non esistono due aperti non vuoti A, B tale che ANB=0e X = AUB.

3) X & connesso <= non esistono due chiusi non vuoti A, B tale che ANB=0e X = AUB.
2.1.1 Proposizione : Le definizioni 1), 2), 3) sono equivalenti.

Dimostrazione : (1) = 2)) Supponiamo di trovare A, B aperti non vuoti tale che ANB = ()
e X =AUB,ora A= X/B, B aperto quindi A chiuso, quindi A & aperto ¢ chiuso non vuoto
quindi ¢ X, ma AN B =X NB = B # () assurdo.
(2) = 3)) Supponiamo di trovare A, B aperti non vuoti tale che ANB=0e X = AU B, ora
A= X/BeB=X/A quindi A, B sono aperti non vuoti tale ANB =0 e X = AU B assurdo.
(3) = 1)) Supponiamo che esista un insieme A, aperto e chiuso non banale allora B = X /A
¢ aperto e chiuso inoltre AN B =0e AU B = X assurdo.
O

2.1.1 osservazione : (da vedere) Un punto in R & chiuso, ma non lo & perche non & aperto,
ma perche R e connesso.

2.1.2 osservazione : Sia Y C X, se A aperto e chiuso, ¢ Y connesso allora Y N A = ()
oppure a Y C A.
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2.1.1 Teorema : Sia f: X — Y continua, allora se X ¢ connesso anche f(X) e connesso.

Dimostrazione : (da vedere)Supponiamo che ci sia Z aperto e chiuso in f(X), allora
per la topologia indotta su f(X) si ha che esistono un aperto A ed un chiuso B tale che
Z=f(X)NA= f(X)NB quindi f~%(Z) = f~*(A) = f~*(B), che per continuita vale che
7Y Z) & aperto e chiuso in X, ma X connesso quindi f~(Z) € {0, X} quindi Z = {0, f(X)}.

O

2.1.3 osservazione : Il quoziente ¢ una applicazione continua quindi il quoziente di un
connesso e connesso, quindi abbiamo trovato una proprieta che il quoziente non distrugge.

2.1.1 esempio : [0, 1] & connesso con la topologia euclidea, infatti supponiamo che non lo
sia allora esistono A, B chiusi tale che ANB =0 e AU B = |0, 1], ora consideriamo 'insieme
{[0,2] | [0,z] C A} e considero il sup di questo insieme e lo chiamo ¢, siccome A é chiuso il ¢ ¢
contenuto in A, di conseguenza (¢, 1] C B, ma B ¢ chiuso quindi [¢, 1] C B ma allorac € ANB
assurdo.

2.1.4 osservazione : (da vedere) R non ¢ omeomorfo a [0, 1], se lo fosse allora f(0) € R
dove f omeomorfismo ma quindi R ? risulta sconnesso .

2.1.2 Definizione : Un arco che unisce due punti p,q di uno spazio topologico X ¢ una
funzione continua ~ : [0, 1] — X tale che v(0) =p e (1) = q.

2.1.5 osservazione : [0,1] ¢ connesso e v continua quindi l'arco ¢ connesso, ¢ una (da
vedere) curva connessa.

2.1.3 Definizione : X ¢ connesso per archi <= per ogni coppia di punti p,q € X esiste
un arco che li collega, ovvero una funzione continua 7y : [0, 1] — X tale che v(0) = pe (1) = q.

2.1.6 osservazione : Un insieme connesso per archi ¢ connesso, infatti se non lo fosse esi-
sterebbero due aperti non vuoti e disgiunti la cui unione darebbe tutto X ma se prendiamo un
punto in un insieme ed un altro punto in quell’altro sconnesso, I’arco che li collega ¢ sconnesso
che ¢ assurdo.

2.1.7 osservazione : Il viceversa non & sempre vero, ovvero non ¢ detto che un insieme
connesso sia connesso per archi.

2.1.4 Definizione : Un insieme A si dice convesso se per ogni z,y € A et € [0,1] si ha
che tx 4+ (1 —t)y € A.
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2.1.8 osservazione : Un insieme convesso ¢ connesso per archi, difatto [0, 1] & convesso
quindi connesso per archi quindi connesso, inoltre (0, 1], []0,1), (0,1) sono connessi ma non
omeomorfi.

2.1.2 Teorema : In R un insieme e convesso <= ¢ connesso.

2.1.9 osservazione : (da vedere) L’applicazione dell’esempio 1.1.3, sappiamo essere biu-
nivoca e con Peano la possiamo rendere continua, perd non puo essere un omeomorfismo in
quanto il segmento meno un punto e sconnesso invece il quadrato meno un punto € sempre
connesso.

2.1.2 esempio : Un disco aperto e connesso infatti & convesso quindi connesso per archi e
percio connesso.

2.1.3 Teorema : Un aperto di R? connesso ¢ connesso per archi.

Dimostrazione : Sia € un aperto connesso di R? e sia p un punto, come in figura

(Figura 16)

Consideriamo €, = {g € Q | esiste un arco che connette p a ¢}, ¢ non vuoto perche ci
sta p stesso, voglio dire che 2, = (1, se dimostriamo che 2, ¢ sia aperto che chiuso, siccome €2 ¢
connesso, allora €2, € {0, 2}, siccome ¢ non vuoto, si ha €, = Q e quindi la tesi. Dimostriamo
che 2, € aperto, devo far vedere che ¢ intorno di ogni suo punto, ovvero per ogni ¢ € €, esiste
un intorno ¢ € I tale che I C €, sappiamo che esiste un arco w : [0, 1] — €2 che unisce p e
q tale che v(0) = p e v(1) = g, ora consideriamo I, posso considerare un disco 'aperto che so
essere connesso per archi quindi per ogni punto r del disco esiste un arco o : [0,1] — Q tale
che 0(0) = g e o(1) = r che connette ¢ con r come in figura
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)

(Figura 17)
ora consideriamo I'applicazione 7 : [0,1] — Q definita da : 7(¢t) = v(2t) per 0 < ¢t < 5 ¢
7(t) = o(2t — 1) per % <t <1, cosi definito 7 ¢ un arco che unisce p ed r quindi I C 2, quindi
¢ aperto. Dimostriamo ora che 2, ¢ chiuso, consideriamo il complementare /€2, considero il
punto s nel complementare, non ¢ ovviamene collegato a p, consideriamo ora un intorno di s,
questo é connesso per archi quindi s & connesso con ogni punto dell’intorno tramite un arco, ora
se uno di questi punti dell’intorno fosse connesso a p allora in modo analogo a prima troviamo
un arco che unisce s con p assurdo, quindi l'intorno sta tutto contenuto nel complementare
ovvero ho dimostrato che /€, ¢ aperto quindi 2, & chiuso e si ha la tesi.

([

2.1.10 osservazione : Il teorema vale anche in R".

2.1.5 Definizione : Uno spazio topologico X si dice localmente connesso per archi se e
solo se per punto p esiste un sistema fondamentale di intorni, di questo punto, connesso per
archi.

2.1.4 Teorema : Uno spazio localmente connesso per archi e aperto € connesso per archi.

2.1.3 esempio : R", R"/{z}, S™ sono connessi per archi. Non & scontato che S™ sia
connesso per archi, Considero la proiezione stereografica m : S™/{punto} — R™ che ad un
punto di S™ associa un punto di R" come in figura, mostro nel caso di S!
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(Figura 18)

Divido S™ in due componenti ed ognuna di queste la proietto su R", in questo modo posso
esprimere S™ come unione di due R”, sappiamo che R™ & connesso per archi inoltre questi due
hanno anche intersezione non vuote, ora dico che I'unione di due insiemi connessi per archi
con intersezione non vuote € connessa, infatti basta trovare un arco che collega i punti dei due
insiemi, prendiamo un punto dell’intersezione ¢ e un punto qualsiasi a del primo insieme ed un
secondo b qualsiasi del secondo insieme, il primo insieme e connesso per archi quindi esiste un
arco tra a e ¢ ma anche il secondo insieme e connesso per archi quindi esiste un arco tra c e b
ora in modo analogo al teorema 2.1.3 si trova un arco tra a e b come si vede in figura

&>

(Figure 19)

quindi ritornando a prima S™ € unione di due R"™ connessi per archi e con intersezione non
banale quindi S™ € connesso per archi.

2.1.5 Teorema : Sia f: S™ — R continua. Allora esiste x € S™ tale che f(z) = f(—x).

Dimostrazione : considero g = f(x) + f(—x) & continua perché composizione di funzioni
continue, so che g(S™) ¢ un intervallo voglio che contenga 0, osservo che £g(y) + 59(—y) =0 (
da vedere) quindi ¢g(y) = —g(—y) ovvero ¢g(y)g(—y) < 0 quindi per il teorema degli zeri esiste
x tale che g(z) = 0.

O

2.1.11 osservazione : Ogni funzione continua f : S” — R non ¢ iniettiva.

2.1.12 osservazione : Un aperto di R non ¢ omeomorfo a nessun aperto di R™ infatti se
lo fosse manderebbe un aperto meno un punto, che € sconnesso in R, in un aperto meno un un
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punto, che ¢ connesso in R”, invece (da vedere) un aperto di R? & omeomorfo ad un aperto di
R? (teorema di ...).

2.1.2 Proposizione : R?/Q? ¢ connesso, in generale R?/{ insieme numerabile} ¢ connesso.

Dimostrazione : Considero due punti p, ¢ in R?/A, A numerabile, considero una retta che
passa in mezzo ai due punti e considero tutti i percorsi p-retta -¢ come in figura

(Figura 20)

L’insieme dei percorsi ha cardinalita del continuo, se tutti questi intersecano A vuol dire che A
¢ infinito continuo, assurdo, quindi esiste un percorso che unisce p e ¢ e sta tutto in R?/A.
O

2.1.3 Proposizione : Sia f : R?> — R continua, allora esisto al pitt due punti per cui
f~Y(z) ha cardinalita al pitt numerabile.

Dimostrazione : Consideriamo un segmento di R questo ¢ connesso ma S/{z}, se z
non sta fra i due bordi ovvero & interno al segmento, non & connesso quindi (da vedere)
F7YS/H{x}) = f74S)/f'({x}) non & connesso, ma f~(S) ¢ un aperto di R* e un aperto
di R? meno un insieme numerabile ¢ connesso quindi f~!(z) non ¢ numerabile, quindi al pit
nei casi di bordo del segmento si ha che f~*(z) & numerabile.

O

2.1.6 Definizione : Sia C' C X, se C ¢ connesso e se ogni connesso A tale che A D C —=
C = A allora se dice che C' & una componente connessa.

2.1.6 Teorema : La chiusura di un connesso ¢ connessa.

Dimostrazione : Sia Y C X connesso e considero Z C Y aperto, chiuso e non vuoto allora
Y N Z ¢ ancora aperto e chiuso e per la connessione di Y si ha che Y NZ = {0,Y} ma Z ¢
non vuoto quindi Z =Y, ora Z = Y & denso in Y quindi Z = (Y), ma Z & chiuso quindi
Z = Z =Y quindi la chiusura di Y ¢ connessa.
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O

2.1.13 osservazione : La parte interna di un chiuso connesso non ¢ detto che sia connessa
per esempio consideriamo due palle chiuse che ti toccano sono in punto, come in figura

(Figura 21)

la parte interna sono le palle aperte e sono disgiunte quindi non puo essere connessa la parte
interna.

2.1.1 Corollario : Sia Y C X connesso, allora per ogni W taleche Y CW CY = W
coNnesso.

Dimostrazione : Prendo Z C W aperto, chiuso e non vuoto allora Y N Z ¢ ancora aperto e
chiuso e per la connessione di Y si ha che YNZ = {(}, Y’} ma Z ¢ non vuoto quindi Z =Y, ora Z
e denso in W quindi W C Z = Z, dato che Z é chiuso, quindi W = Z =Y quindi W e connesso.

O
2.1.4 esempio : Consideriamo la funzione sen(%) come si vede dal grafico
Y Y
14 /,\ 1_Z\GM
U x U x
1L 1+
(Figura 22)

questa e connessa e la sua chiusura, a destra nella figura 22, ¢ ancora connessa, ma la chiusura
non ¢ connessa per archi infatti prendiamo un punto a sul grafico di sen(i) ed un punto b in
(0,1), sempre grafico a destra nella figura 22, cediamo che non esiste una funzione continua
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1
X
[—1,1] in y, cioe alla sua chiusura, non & continua infatti il limite per x che va a 0 tutto il
segmento [—1, 1], con questo ho mostrato un esempio di un connesso non connesso per archi.
Osserviamo inoltre che il grafico di sen() pitt un qualsiasi punto di [—1, 1] & sempre connessa

perche giustificato dal corollario 2.1.1.

che collega a con b, potremmo prendere la sezione di sen(-) ma questa estesa al segmento

2.1.14 osservazione : Le componenti connesse sono chiuse, infatti sono connesse e sono
contenute nella loro chiusura, ma la chiusura ¢ ancora connessa quindi devono essere uguali
alle loro chiusure, in conclusione sono chiuse. Inoltre sono aperte se per ogni punto ¢ possibile
provare un intorno tutto contenuto nel connesso.

2.1.7 Definizione : X si dice localmente connesso se per ogni x € X ha un sistema
fondamentale di intorni connesso.

2.1.15 osservazione : In uno spazio localmente connesso le componenti connesse sono
aperte.

2.1.4 proposizione : L'insieme C(z) = {UC; | x € C; connesso} ¢ connesso.

Dimostrazione : Prendo due connessi A, B con almeno un punto x in comune, 'unione e
connessa infatti prendo Z € A U B aperto, chiuso e non vuoto, siccome A, B sono connessi
allora A, B C Z perche¢ Z # (), per connessione contiene almeno uno tra A, B, supponiamo A,
ma in A ¢’¢ almeno un punto di B, quindi ZNB C B aperto, chiuso e non vuoto di conseguenza

B C Z ed in conclusione Z = AUB. Ora itero il ragionamento per ogni C; € C'(x) ¢ si ha la tesi.
O

2.1.8 Definizione : L’insieme C(x) definito prima ¢ detto componente connessa di = e
contiene x.

2.1.1 esercizio : Consideriamo una infinita numerabile di dischi aperti che si tangono sono
in un punto ed in fila come in figura

(Figura 23)

vogliamo dimostrare che I'unione ¢ connessa.
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soluzione : Sappiamo che il disco aperto € connesso, se vogliamo usale I'induzione per risolvere
il problema, sbagliamo, perche 'induzione ti dice solo che vale solo per un numero finito, non
dimostra che I'unione infinita sia connessa. (da vedere come finisco la dimostrazione 77)

2.1.15 osservazione : In Q le componenti connesse di un punto sono solo il punto stesso.
Uno spazio dove per ogni = € X si ha che C(z) = {z} si dice totalmente sconnesso.

2.1.16 osservazione : La retta si Sorgenfrey e totalmente sconnessa.

2.1.17 osservazione : Ogni funzione continue f : R — Q e costante, R con la topologia
euclidea, infatti R ¢ connessa e una funzione continua manda connessi in connessi quindi 1'im-
magine di un connesso di R deve essere un connesso di Q ma ¢ totalmente sconnesso quindi ha
immagine solo in un punto.

2.1.5 Proposizione : QQ ¢ totalmente sconnesso.

Dimostrazione : Questa proposizione ¢ analoga a dire che tra due razionali ce un reale, e
diverso da quello che avevamo fatto all’inizio del corso, infatti noi avevamo trovato che tra due
reali ¢’é un razionale, e per dimostrare cio ...(da vedere).

O

2.1.9 Definizione : Sia X uno spazio topologico e sia U = (4;) con A; sottoinsiemi di X,
allora si dice che U e un ricoprimento di X se e solo se |JA; = X, inoltre si dice che U & un
ricoprimento aperto/chiuso se e solo se & un ricoprimento e ogni A; sono aperti/chiusi.

2.1.10 Definizione : Un ricoprimento U = (A4;) ¢ detto fondamentale se ) & aperto
<= ()N A, ¢ aperto in A;, con la topologia indotta, per ogni 4.

2.1.18 osservazione : f: X — R ¢ continua se e solo se f|4, € continua per ogni i, dove
gli A; sono un ricoprimento.

2.1.19 osservazione : Un ricoprimento chiuso non ¢ detto che sia fondamentale, invece
un ricoprimento aperto e fondamentale.

2.1.11 Definizione : Un ricoprimento si dice localmente finito se per ogni x € X esiste
un intorno U di x che interseca un numero finito di C;.

2.1.1 Lemma : Un ricoprimento localmente finito di chiusi ¢ fondamentale.
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Dimostrazione : (da vedere) Voglio vedere che €2 € X ¢ aperto se e solo se Q2N C; ¢ aperto
in C; per ogni ¢, dove gli C; sono un ricoprimento finito.
(«<=) : Sappiamo che per ogni i, Q2N C; e aperto in C;, allora C;/Q N C; & chiusa in C; quindi
in X in quanto un C; per la topologia di sottospazio e intersezione di un chiuso U; di X con Cj
ma essendo C; chiuso di X allora C;/QNC; ¢ intersezione di due chiusi di X quindi & un chiuso
di X, osserviamo che, siccome C; ¢ ricoprimento finito JC;/Q N C; = (UC;)/(UQNC;) = X/Q
e chiuso in X unione finita di chiusi quindi €2 e aperto.
(=) : Prendo un ricoprimento di chiusi C; localmente finito e prendo un aperto {2 C X allora
QNC; = UwnlI(z) siccome C; interseca un numero finito di intorni di un punto allora C; € unione
finita di intorni chiusi I(x) in C; quindi QN C; ¢ unione dei chiusi QNI (z) quindi w chiusa in C;.
O

2.1.20 osservazione : La giunzione di due archi continui & un arco continuo (da vedere).

2.2 Proiezione stereografica e spazi proiettivi

Consideriamo S', so che S'/{z}, dove x ¢ un punto, ¢ omeomorfo ad R, infatti ¢ come
pensare di prendere la retta reale e di incollare i punti all’infinito, voglio vedere piu in generale.

2.2.1 Proposizione : R" ¢ omeomorfo a S™/{punto}.

Dimostrazione : Prendo S" C R"™! e R" = {zy = 0} C R™"!, fisso ora un punto, per esem-
pio (1,0,---,0), e considero 'applicazione f : S™/{(1,0,---,0)} — {xy = 0} = R", questa
applicazione prende il nome di proiezione stereografica come nell’esempio 2.1.3, in questo caso
considero la retta passante per il punto (1,0,---,0) e associo al punto di intersezione tra la
retta e S™ il punto di intersezione tra la retta e l'iperpiano come nella figura 18, cosi definita
I’applicazione € biunivoca e continua, troviamo la formula esplicita. La retta e della forma

r=txg— 1,21, ,z,)+(1,0,---,0), devo trovare le intersezioni, l'intersezione con 'iperpia-
no ¢ data da t = 1—1350 infatti ¢(zo — L2y, -+, @n) +(L,0,-+,0) = ——(z0 — Liz1, -+ ,20) +
(1,0,---,0) = (_17137}07”' : 1?;0) + (1,0,---,0) = (0,1f—;0,--- ,1?;0) € {zo = 0}, quin-
di definisco f((xq, -+ ,z,)) = (0, T, ,ﬁ—’;o), vedo che ¢ omeomorfismo. Mi resta da
verificare che l’applicazione inversa e continua, provo a scriverne la formula esplicita; sia
(xo, - ,2,) € S™, per la struttura di S™ si ha che Zn‘bxf = 1, ora consideriamo l’espres-
=
znjxg anx§+xg—2xo+1 anx$+1—2aco
sione Oilixo)"’ +1 == T 20 = izo(lfwo)g = &:iﬁ;ﬁ, = 13107 ora I'immagine di f ¢
(0, £2 -+ 12) = (0,3, ya) quindi =z + 1 = El(lf—;o)g +1= Elyf—F 1= =
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n
>yl

1l —29g = +2— = 19 = 5 , poi avevamo identificato - = y; = x; = yi(1 — zo)
> yi+l > yi+l
=1 =1
e sostituendo quanto trovato prima si ottiene x; = 2% in conclusione si ha g {xy =
Doyl
=1
f:y2_1
0} — S"/{(1,0,---,0)} con g(y1, - ,yn) = (5 A 2 ) e cosi definita
Zy 41 Zy 1 Zy +1
¢ continua. Se invece avessimo considerato corne punto ( 1,0,- ,0) avremmo ottenuto
7 -Zy 2 2
f((x()?"'71'1%)):(0711;07"'71+xo)eg((y17"'7yn)):<1_ 7ZL:1 ) nyl ) nyn

STy2+l >yl > oy+1
=1 =1 =1 \:‘

Andiamo adesso negli spazi proiettivi, avevamo detto che P;(C) = 5%, I'omeomorfismo era
. 2— 2 7 2z 5 — 2z 9 . . N . \ .
definito da f([z0, z1]) = (}(H} Dytan, 24-00) Tapplicazione cost definita & ben definita
ovvero per ogni A # 0 vale che f([Az0,A20]) = |20, 21], cioe & costante sulle fibre, vediamo
quindi che si tratta effettivamente di un omeomorfismo. Sappiamo che P;(C) = Uy U U; do-
ve U; = {[z0,21] | i # 0} = C = R?, l'isomorfismo con C ¢ dato da v;U; — C tale che

Yo([20, 21]) = 2 e 71 ([20, 21]) = 2

2.2.1 osservazione : P;(C) = Uy U {[0,1]} = U; U{[1,0]} infatti ad ognuno mancano le
coppie dove si annulla z; e queste determinano una retta che nel proiettivo si identificano come
un punto.

Ora fly, ([1, 21]) = (= 217 2Re() —2Im21)) ge consideriamo z; = x;-+iy; si ha che (1_|Zl‘2 2Re(z1)

—2Im(z1)

I+|z1]22 1+]z1]2 7 14|z1]? I+|z1]27 1+]z1]?”
(1 :El yl 211 —2y1 )
I+a?+y? ) 1+al+y?’ 1+a+y?
stereoscopica dove il polo e in (—1,0) (in analogia nella proposizione precedente f sarebbe
|21]2—1 2Re(z1) 2[m(z1)) _

T[22 42127 1|2 ]?

= ga,0)(21,¥1) che ¢ la proiezione stereoscopica con il polo in (1,0)

= g(-1,0)(@1, —y1) dove g(_1,0) € la funzione inversa della proiezione

stata f(_10,..,0)) quindi f|y, ¢ omeomorfismo, analogamente f|y, = (

( xT +y1 —1 211 2 )
1+x24y2? 1+:Jc2+yf ) 1+22+y

quindi f|y, ¢ un omeomorfismo, siccome P;(C) = Uy U Uy allora f ¢ bigettiva, per vedere che
¢ effettivamente un omeomorfismo basta vedere che ¢ aperta. Sia A un aperto P;(C) allora
flA) = f(AnUy) U f(ANUy) = flu,(A) U flu, (A) siccome f|y, sono omeomorfismi si ha che
(A) sono aperti quindi f(A) ¢ unione di aperti quindi € aperta e quindi f & una applicazione
aperta e dunque un omeomorfismo.

2.2.2 osservazione : pr : R""/{0} — P"(R) e pc : C"™'/{0} — P"(C) sono identifi-
cazioni aperte, infatti sono surgettive, facciamo pc Paltro ¢ analogo, inoltre sia A C C*™ /{0}
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un aperto, considero A’ = (JAA dove AMA = {\z | z € A} al variare di A € C"*1/{0}. Se
consideriamo v, : C**!/{0} — C"*!/{0} tale che y{A}(A) = AA, questo & un omeomorfismo
quindi AA & aperto e quindi A’ ¢ unione di aperti quindi ¢ aperto, inoltre ¢ saturo quindi pc(A’)
¢ un aperto (da vedere) ma pc(A’) = pc(A) quindi anche pc(A) € aperto e percio pe € aperta.

2.2.3 osservazione : Siano X, Y spazi topologici e siano p, p, relazioni di equivalenza defi-
nite rispettivamente su X e Y, definisco la relazione p, - p, su X xY dove (z,y)p,-p,(2',y') <=
zp,’, ypyy', inoltre vale che (X XY)/(pr-py) = (X/p2)x(Y/py) <= X — X/p,eY — Y /p,
sono identificazioni aperte, quindi in generale ¢ falso ’'omeomorfismo.

Abbiamo visto P*(R) come quoziente di R"™'/{0} e anche come quoziente della sfera S™,
vediamo l'analogo complesso detta (da vedere) fibrazioneon/of f, consideriamo il diagramma

SQn—i—l Cn+1/{o}
\ lp
P(C)
Studio 7, & surgettiva infatti p ¢ surgettiva e per ogni 2 € C"*{0} si ha che p(z) = p(%)

e 1o € S2n+1 inoltre le fibre di 7 sono tutte omeomorfe a S! infatti se z, 2/ € S+t a1|l|0‘r|a
m(z) = w(2') <= 2z’ = Az per qualche A € C/{0} inoltre ||Z/|| = ||z]| = 1 = |\ = 1, ora
consideriamo le fibre 771([z]) = {\z | A € C/{0}, |\| = 1}, voglio vedere che omeomorfo ad
S1. Consideriamo per ogni v € C"*1/{0} 4pplicazione ¢, : C — C"*! tale che ¢,(\) = Av,
ora 771 ([z]) = {Az [ A € C/{0}, [A] =1} = ¢.({X € C/{O} : [N = 1}) = ¢.(5") = SL
Ora vediamo che 7 & aperta per concludere che & una identificazione; Siano U; C P™(C), dove
Ui ={[z0," -, 2n] | 21 # 0} e sappiamo che vale | U; = P"(C), vedo che esiste un omeomorfismo
®; che fa commutare il diagramma seguente, infatti se esistesse una tale applicazione

Wﬁl(Ui) <L> U; x St

\ lm

Ui

si avrebbe che 7|,-1(y,) € aperta infatti 7|1,y = (®;07;)| 11,y € $4, m; sono aperte dato che la
prima ¢ omeomorfismo e la seconda ¢ una proiezione sulla prima componente, quindi siccome gli
U; ricoprono P"*(C) si ha che 7~1(U;) ricoprono S***1 allora per ogni aperto A di S?"! si ha che
7(A) = Ur(AN7~1(U;)) unione di aperti ¢ aperto quindi 7(A) aperto e si ha la tesi. Mostriamo
che esiste questa ®;, dico che ®; : 7= 1(U;) — U; x S* tale che ®;(2) = ([2], éﬁ)’ cosi definita e

continua inoltre considero ¥, : U; x S —s 7= 1(U;) tale che W, ([z], A) = AZE 0, & ben definita

zill2]]?

e continua infatti W, ([uz], \) = )\A’: H‘iﬂ"‘z ZH = )\fﬁ‘;‘l e costante sulle fibre, osserviamo che sono una
(2 T
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'inversa dell’altra infatti sia z € S***! quindi ||z|| = 1, allora z iy (2], 25) BN (|?|)ZIZ\Z||Z|| =z
v, zilz @i Az Az; Al zi Az

e ([23) 2 Al 2 (262) [(2ata)) = (2], ez = (2],0), [2542] = (2] banalmen-

te perché p = Z’\‘fz"' € C/{0} quindi pz ~ z e quini sono nella stessa classe di equivalenza.

Verifichiamo solo che effettivamente ¥; & continua; sia U; = {z € C"*' | 2 # 0} allora

U; x St = U;/ ~1 x8'/ ~y dove ~; e la relazione che identifica C"1/{0} ad S?**! e ~y &
la relazione di uguaglianza ovvero S'/ ~,= S, quindi siccome U; — U; e S — S* sono
identificazioni aperte vale che U;/ ~1 xS/ ~o22 (U;/ x SY)/ ~1 - ~o= (U;/ x )/ ~ quindi
commuta il diagramma qua sotto e percio ¥; é continua quindi in conclusione esiste ®;

7 ti _
Ui % Sl continua T I(Uz)

]

(Ui x §")/ ~

omeomorfismo e si ha la tesi.

2.2.1 esercizio : Consideriamo C/{0} ¢ la relazione di equivalenza ~ tale che z ~ 2/ <=
2/ = 2"z per qualche n € Z, dimostrare che X = (C/{0})/ ~= s> x sl X ¢ detta
varieta di Hopf.

soluzione : Consideriamo I'omeomorfismo 7y : S*™~ ! xR, — C™/{0} la relazione ~ su C™/{0}
¢ equivalente alla relazione = - ~; su S*™ 1 xR, dove (z,y) = - ~; (2/,¢) <=z =2'y = 2"y
per qualche n € Z siccome S?"~! — 5?1/ = ¢ R, — R,/ ~1 sono identificazioni allora
X = (C/{0})) ~= (S*™ I xR,)/ =~ 5?1 = xR,/ ~= S?" 1 xR, / ~; quindi resta
solo da verificare che R,/ ~1= S'. Ora per ogni A € R, esiste n € Z tale che 2" < \ < 27!
allora A ~1 527 € (3,1) quindi tutte le classi distinte sono in (3,1) inoltre 1 ~ % quindi gli
estremi di questo segmento si identificano in un punto e si chiude a formare S*.

2.2.2 esercizio : Siano X, X, spazi topologici e consideriamo le relazioni di equiva-
lenza ~1, "9 tale che P o X1 — Xl/ ~1= Zl e p2 X2 — XQ/ ~o= Z2 sono iden-
tificazioni aperte, inoltre consideriamo la relazione di equivalenza ~ su X; x X, tale che
(21, 29) ~ (2], 2) <= 21 ~1 2| e x9 ~o x}y. Allora (X X Xo)/ ~= Z) X Zs.

soluzione : La tesi si ha se dimostriamo che p; o py : X7 X Xo — Z; X Z5 € una identifi-
cazione aperta. Ovviamente e surgettiva, ora sia A C X; x Xy un aperto, per la topologia
prodotto A = JU; x V; unione di aperti rispettivamente di X; e X5, quindi p; o po(A) =
prope(UU; x Vi) = Upr o po(U; X V;) = Up1(U;) X pa(V;), siccome pq, po sono aperte, allora
p1(U;), p2(V;) sono aperti e quindi per la topologia prodotto p;(U;) x pa(V;) € aperto percio
p1 © p2 € aperta.
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2.2.1 esempio : Le classi di equivalenza di ~ dell’esercizio precedente, coincidono con le fi-
bre di p; op, infatti dal diagramma si ha che ¢ omeomorfismo se e solo se p; op, ¢ identificazione.

X1 x Xy i (Xl/ Nl) X (X2/ N2>

\/

(X1 x Xg)/ ~

In generale il prodotto di quozienti non ¢ un quoziente.

2.2.2 esempio : (da vedere)Sia X; = R e Xy = Q, consideriamo ~; in R tale che x ~;
y<=az=yoxy€ Zy echiamo R/ ~= Z, e considero ~y in Q tale che x ~y y <= x =y
in sostanza Q/ ~o= Q, mostro che p : R x Q — Z x Q non ¢ una identificazione. Mi basta
trovare un aperto saturo U C R x Q tale che p(U) non & aperto; per ogni n € Z, considero
Cn = 72 e le rette r1, ry passanti per ¢, e di pendenza +1, consideriamo la porzione di piano che
¢ maggiore e minore di entrambe le rette 1,7y e limitata da dalle rette x = n £ 4 e definiamo
U, come la parte interna di questo insieme come in figura :

(Figura 24)

{n} xQ C U, e ¢, ¢ Q, poniamo ora U = JU,, U cosi definito ¢ saturo in quanto
Z, x Q C U, ora mostro che p(U) non & aperto. Supponiamo che lo sia, in particolare si
ha che p(U) D p((1,0)) = ([1],0), siccome p(U) & aperto esistono W € Z aperto e 6 > 0 con
Is C Q aperto tale che ([1],0) € W x Is C p(U) e quindi W x I5 & intorno di ([1],0), ora
consideriamo la proiezione ¢ : R — Z allora ¢7'(Z) C R ¢ aperto ed ¢ intorno di Z, quindi
per ogni n € Z, esiste ¢, > 0 tale che I, = (n — €,,n +¢,) C ¢ (W) tale che I, x I C U
per ogni n € Z, ma questo non ¢ possibile perche quando n cresce ¢, tende a 0 ma siccome
¢, € U non puod esistere un e tale che (—¢,¢) C ¢~ 1(WW) perche 0 € U.
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2.3 Hausdorff e connessione

Ricordiamo che uno spazio di Hausdorff o 75 & uno spazio topologico dove ogni coppia di
punti ammettono intorni disgiunti.

2.3.1 Proposizione :

1) X di Hausdorff = i punti sono chiusi.

2) X spazio metrico = X di Hausdorft.

3) X di Hausdorff <= la diagonale A = {(x,z) | z € X} & chiusa.
2.3.1 Corollario :

1) f: X — Y continua e Y di Hausdorff allora T' = {(z, f(x)) | x € X} C X xY ¢
chiuso.

2) f,g: X — Y con Y di Hausdorff allora {x € X | f(x) = g(x)} & chiuso, in particola-
re se X ¢ di Hausdorff allora sia f : X — X si ha che {x € X | z = f(x)} & chiuso.

Dimostrazione :

1) Siay : X XY — Y x Y tale che ¢(x,y) = (f(z),y) & continua perche continua sulle
singole componenti, ora la diagonale dii Y x Y ¢ A = {(y,y) | y € Y}, siccome Y di Hausdorff,
A ¢ chiusa inoltre per la continuita di ¢ si ha che ¢ 1(A) = {(f(x),y) | y = f(z)} =T ¢ chiusa.

2) Analogamente a prima, consideriamo ¢ : X — Y x Y continua tale che ¢(z) = (f(x), g(x))
allora " 1(A) = {z € X | g(z) = f(x)} ¢ chiuso per la continuita di ¢ e del fatto che la
diagonale A e chiusa in quanto Y di Hausdorff.

O

2.3.1 esempio : f,g : R — R continue tali che f|g = g|g allora f = g, in generale
fig : X — Y continue con Y di Hausdorff e sia Z C X denso tale che f|; = g|z allora
f = g infatti per il corollario precedente I'insieme dei punti dove coincidono le funzioni e chiuso
quindi Z e contenuto in un insieme chiuso quindi anche la chiusura di Z e contenuta, ma Z ¢
denso e quindi la sua chiusura e tutto X quindi i punti in cui coincidono sono tutto X quindi
coincidono f = g.

2.3.2 Proposizione :
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1) Prodotto di Hausdorff ¢ di Hausdorff.

2) Sottospazio di un Hausdorff & di Hausdorft.

Dimostrazione :

1) Siano X,Y di Hausdorff, considero i punti distinti (z,y), (2',y’) € X x Y allora esistono
U,U’" C X aperti disgiunti rispettivamente di x e 2’ e V, V' C Y aperti disgiunti rispettivamen-
tediy ey, allora U x V e U x V' sono intorni disgiunti rispettivamente di (x,y) e (2, ).

2) Sia X di Hausdorff e sia Z C X sottospazio, siano z, 2, € Z allora esistono Uy, Uy C X
intorni disgiunti rispettivamente di zi, 2o allora Uy N Z e Uy N Z sono intorni disgiunti rispetti-
vamente di z1, 29 in Z.

O

2.3.2 esempio : Consideriamo la retta di Sorgenfrey ovvero R con la topologia R, ge-
nerata dagli intervalli [a,b) con a < b, questa topologia ¢ piu fine di quella euclidea infatti
(a,0) = U [a+.b).

nel4

2.3.1 osservazione : R, ¢ di Hausdorff perche contiene R con la topologia euclidea che e
di Hausdorft.

2.3.1 Definizione : Sia X uno spazio topologico, si dice totalmente sconnesso <= le
componenti connesse sono punti, per esempio come abbiamo gia visto Q con la topologia eu-
clidea.

2.3.2 osservazione : R; ¢ totalmente sconnesso infatti osservo che per ogni a < ¢ < b si ha
che [a,b) = [a,c)U]c,b) che ¢ una unione di due aperti disgiunti quindi [a, b) non ¢ connesso, si
puo dire che [a, b) & aperto e chiuso infatti [a, b) = R/((—00,a)N(b,0)) e (—00,a) = U [-n,a)

neZy

e (b,00) = . Léz [b,n) quindi [a,b) & chiuso. Ora sia z € R e consideriamo C(x) C R la sua
nes+

componente connessa, C'(z) C (—oo,x) U [z,00), (—00,x), [x,00) questi per quanto detto pri-
ma sono sia aperti che chiusi, siccome z € C(x) e C(z) connesso si ha che ¢(z) C [z,00) ma
[z,00) =[x,z + %) N[z + %, o0) per ogni n e per quanto detto prima deve essere che per ogni
n, C(z) C [z, + %) quindi ¢(z) C N[z, z+ 1) ==

2.3.3 esempio : Sia f : R — Q continua allora f e costante infatti R e connesso e per
continuita f(R) C Q & connesso, ma @Q & totalmente sconnesso quindi f(R) = a. Analogamente
f R — R, continua e costante.
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Definiamo piano di Sorgenfrey lo spazio R? = R, x R, che ¢ di Hausdorff.

2.3.3 Proposizione : Uno spazio metrizzabile, ovvero che ¢ possibile definirci una metrica,
¢ di Hausdorff, ma non e sempre vero che uno spazio di Hausdorff sia metrizzabile.

2.3.4 Proposizione : Sia A = {(z,—z) | v € X} C R, l'antidiagonale, allora A ha la
topologia discreta.

Dimostrazione : Devo verificare che i punti sono aperti quindi, per la topologia di sot-
tospazio, devo trovare un aperto U C R? tale che U N A = (z,—x), allora consideriamo
U =[z,1) x [z,1) questo verifica la tesi come si vede in figura

(Figura 25)
osserviamo che R? ha un sottospazio discreto con la cardinalita del continuo.

2.3.2 Definizione : Sia X spazio topologico si dice separabile se esiste Z C X denso e
numerabile.

2.3.4 esempio : R, R? R, sono separabili, in particolare I'ultimo perche [a,b) N Q, # 0.

2.3.5 Proposizione : Sia X spazio metrico separabile e Y C X allora Y & separabile.

Dimostrazione : Sia Z C X denso e numerabile, cerco Y; C Y denso e numerabile.
Sia I = {(z,7r) € ZxQ | B(z,7) NY # (0}, ¢ numerabile, ora per ogni (z,r) scelgo un
Y.r € B(z,7)NY e definisco Yz = {y., }, ¢ numerabile, voglio vedere che ¢ denso. Siay € Y e

€>0,Z C X ¢denso quindi esiste z € ZNB(y, 5) = y € B(z,5) = esister € Q, v’ < § tale
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che y € B(z,7") = (2,7') € I quindi y., € B(z,5)NYz = d(y,y.,) < d(y,2) +d(2,y.,) =
5 + 5 = € quindi sono arbitrariamente vicini percio Yz ¢ denso in Y.

2.3.2 Corollario : R, non ¢ metrizzabile.

Dimostrazione : R? ¢ separabile perche Q? ¢ denso e numerabile, quindi per la proposizione
precedente ogni suo sottospazio € numerabile ma A € un suo sottospazio e non & separabile
infatti se lo fosse avrebbe un sottospazio denso e numerabile Z C A ma siccome ¢ denso inter-
seca ogni aperto, ma in A ogni punto ¢ aperto quindi Z = A ma Delta non ¢ numerabile
assurdo, quindi R? non ¢ metrizzabile.

2.3.3 osservazione : R? ¢ di Hausdorff ma non ¢ metrizzabile.
S

2.4 Compattezza

2.4.1 Definizione : Sia X uno spazio topologico, si dice compatto <= per ogni rico-
primento aperto di X esiste un sotto ricoprimento finito di X, un sotto ricoprimento di un
ricoprimento (A4;) di X ¢ un ricoprimento di X composto da alcuni aperti A; € (4;).

2.4.1 osservazione : R” non ¢ compatto infatti se prendiamo il ricoprimento formato dalle
palle aperte centrate nell’origine con raggio crescente, non esiste un sotto ricoprimento finito
che ricopra tutto R".

2.4.2 osservazione : Consideriamo la figura composta da un quadrato di lato 1 con ai
vertici 4 circonferenze di lato %, voglio sapere quanto vale la diagonale del cerchio centrale
tangente alle 4 circonferenze sui vertici, con un breve conto si ottiene v/2 — 1.
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(Figura 26)

si puo analogamente fare lo stesso problema su un cubo e trovare che la circonferenza in-
terna ha un diametro pari v/n — 1, in R™ si ha che la diagonale misura \/n — 1, questo ci dice
che una sfera di raggio 1 rimane sostanzialmente la stessa in R™ invece un cubo di lato tende
ad allargarsi sempre pil al crescere di n e questa e sostanzialmente la differenza metrica tra il
cubo e la sfera. Questo problema mostra che il cubo in R™ lo posso ricoprire con un numero
finito di palle aperte quindi & compatto.

2.4.1 Teorema : Sia X compatto e f : X — Y continua e surgettiva, allora f(Y) ¢
compatto.

Dimostrazione : Prendo U = (A;) ricoprimento aperto di Y, per la continuita di f gli
f7Y(A;) sono aperti e quindi (f~*(A;)) sonoun ricoprimento di X ma essendo compatto esiste
un sotto ricoprimento finito quindi esistono un numero finito di indici per cui f~'(A;) ricoprono
X e quindi gli A; corrispondenti sono in numero finito e ricoprono Y per la surgettivita di f.

O

2.4.1 Proposizione : Un chiuso contenuto in un compatto ¢ compatto.

Dimostrazione : Sia Y C X chiuso, consideriamo U = (A4;) un ricoprimento aperto di Y,
siccome Y ¢ chiuso allora X/Y ¢ aperto quindi (A;) U (X/Y') & un ricoprimento aperto di X,
ma X compatto quindi esiste un sotto ricoprimento finito di X in particolare ci saranno un
numero finito di A4; tale che X = A, U---UA, U(X/Y) quindi A4 U---UA, =Y e sono un
sotto ricoprimento finito di Y, quindi Y & compatto.

O

2.4.2 Teorema : Prodotti di compatto e compatto.
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Dimostrazione : Siano X,Y compatti e consideriamo un ricoprimento aperto di X x Y,
consideriamo inoltre le fibre {x} X Y, queste sono compatte perché omeomorfe a Y allora per
ogni fibra e per ogni ricoprimento aperto, ricoprimento che e parte del ricoprimento di X x Y,
delle fibre esiste un sotto ricoprimento finto per ogni fibra, chiamiamo (A;), ogni ricoprimento
finito delle fibre {z} x Y, ora consideriamo la proiezione p su X, siccome la proiezione & aperta,
allora (p((A;)z)) & un ricoprimento aperto di X, ma X ‘e compatto quindi esisto un numero
finito di = tale che p((A;);) ricopre X, chiamiamo questi £2;; sono in numero finito e p~*(Q;;)
ricoprono X X Y e ogni preimmagine per quanto detto prima ¢ composta da un numero finito
di aperti, ma le preimmagini sono finite quindi ho trovato un sotto ricoprimento finito di X xY
e quindi & compatto.(se non volessi considerare che p ¢ aperta allora consideriamo i rettangolini
sulle fibre e poi boh... controlla Kosnyosky o come si scrive)

([

2.4.3 Teorema : [0,1] ¢ compatto.

Dimostrazione : Consideriamo un ricoprimento aperto U = (A;) esia X = {t | [0, t] lo posso
ricoprire con un numero finito di A;}, € non vuoto e limitato e considero il suo sup e lo chiamo
b, se b > 1 allora [0, 1] & compatto, se invece b < 1 per la definizione di sup si ha che esiste un e
tale che [0,b — €] si puo ricoprire con un numero finito di A;, ma tra gli A; che contengono b ne
trovo almeno uno che contiene b—e¢, lo chiamo B allora gli A; che ricoprono [0, b— €] ci unisco B
rimane sempre un numero finito di aperti ma ricoprono [0, b] assurdo quindi b > 1 e si ha la tesi.

O

2.4.4 Teorema : [ compatti di R" sono chiusi e limitati.

Dimostrazione : Sia A un compatto, siccome R™ ¢ Ty allora ¢ chiuso, e siccome ¢ compatto
puo essere ricoperto da un numero finito di aperti quindi e limitato, consideriamo ora B chiuso
e limitato, siccome e limitato esiste un cubo che lo contene, e il cubo € compatto, siccome B ¢
chiuso ed e contenuto in un compatto allora ¢ anch’esso compatto.

O

2.4.5 Teorema : (Di Weierstrass) Sia K un compatto e f : K — R continua (al posto di
R ¢ sufficiente un corpo ordinato). Allora esistono max e min.

Dimostrazione : K compatto e f continua allora f(K) ¢ compatto in R quindi & chiuso e
limitato e quindi esistono max e min.
O

2.4.3 osservazione : Lo spazio proiettivo P"(R) ¢ compatto infatti la sfera S™ & chiusa e li-
mitata in quanto se considero I'applicazione f : R® — R tale che f((ay, - ,a,)) = ai+---+a?
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¢ continua inoltre 1 & chiuso in R e S™ = f~! quindi ¢ chiusa ed ¢ limitata, ora S™ C R™ quindi
¢ compatta, inoltre si ha che P*"(R) = S™/ ~ il quoziente ¢ un’applicazione continua quindi
manda compatti in compatti e percio lo spazio proiettivo ¢ compatto.

2.4.4 osservazione : Sia f : X — Y biunivoca con X compatto e Y e T, allora f
¢ un omeomorfismo infatti sia K un chiuso di X, siccome X é compatto allora anche K &
compatto e per la continuita di f si ha f(K) & compatto in Y, ma Y & Ty quindi f(K) & chiu-
so, in conclusione f ¢ una applicazione chiusa e per ipotesi bigettiva quindi ¢ un omeomorfismo.

2.4.2 Proposizione : In un 75 un insieme compatto ¢ chiuso.

Dimostrazione : Consideriamo X di Hausdorff e K C X compatto, dimostriamo che X /K
¢ aperto, ovvero che € intorno di ogni suo punto, sia quindi y € X/K e x € K, siccome X &
T, allora esistono U,,V, C X intorni disgiunti tale che x € U, e y € V,, ora per ogni x € K
posso considerare un ricoprimento aperto di K composto dagli intorni U, disgiunti da intorni
V. di ogni y € X/K, siccome K ¢ compatto posso estrarre un sotto ricoprimento finito, ovvero

n n
esistono x1,--- ,x, € K tale che K = | U,,, ma allora NV,, =V e aperto e disgiunto da K e
i=1 i=1
y € V quindi ho trovato un intorno di y tutto contenuto in X/K quindi & aperto e percio K &
chiuso.
U

2.4.1 Corollario : Sia X compatto, Y e Tr e f: X — Y continua allora f e chiusa.

Dimostrazione : Sia C' C X chiuso allora C' compatto perch‘e X compatto, f continua
allora f(C') compatto ma Y T; allora f(C') chiuso.
O

2.4.2 Corollario : Sia X compatto, Y e Tr e f : X — Y continua e surgettiva allora f e
una identificazione chiuso, se al posto di surgettiva c’e bigettiva allora f € omeomorfismo.

2.4.1 esercizio :

1) Consideriamo i gruppi O, (R) = {M € M, (R) | MM* =1}, U,(C) = {M € M,(C) | MM =
I}, SO, (R) ={M € O,(R) | det(M) =1}, SU,(C) ={M € U,(C) | det(M) = 1}, voglio vede-

re che questi sono compatti con la topologia indotta rispettivamente da M, (R) = R™, M, (C) =
C™ che hanno la topologia prodotto.

soluzione : Osserviamo che se O, (R) ¢ compatto allora SO, (R) ¢ compatto infatti se conside-
riamo l'applicazione f : M, (R) — R tale che f(A) = det(A), ¢ continua e SO, (R) = f~!(1)
siccome {1} ¢ chiuso in R e f & continua allora SO, (R) & chiuso, ma SO, (R) C O,(R) quin-
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di se O,(R) & compatto, chiso in compatto ¢ compatto, quindi SO,(R) & compatto. Del
tutto analogo SU,(C), quindi ci riduciamo a studiare solo O, (R), U,(C), inoltre la dimostra-
zione di uno ¢ analoga a quell’altro quindi ci ¢ sufficiente mostrare che O,(R) ¢ compatto.
On(R) € M,(R) = R" ed i compatti di R sono chiusi e limitati, quindi mostriamo che
O,(R) & chiuso e limitato. Consideriamo F : M,(R) — M, (R) tale che F((A) = AAT, questa
applicazione & continua e si ha che O, (R) = F~!(I) siccome {I} & chiuso allora O, (R) & chiuso.
Ora per ogni A € O,(R) se a;; sono i coeflicienti di A allora vale che Y afj = n infatti AAT =1
quindi (a;1, - i)’ - (@, aiy) = a? + -+ + a;, = 1 per ogni ¢ quindi sommando tutto si
ha la somma precedente, osserviamo che afj = n e l'equazione della superficie di una sfera
di raggio /n ed in particolare & limitata, quindi O,,(R) vive sulla superficie di una sfera che &
limitata quindi si ha che O,(R) & compatto.

2) Consideriamo i gruppi GL,(R) = {M € M,(R) | det(M) # 0}, GL,(C) = {M €
M, (C) | det(M) # 0}, SLn(R) = {M € M,(R) | det(M) = 1}, SL,(C) = {M € M,(C) | det(M) =
1} con la topologia indotta rispettivamente da M, (R), M, (C) non sono compatti.

soluzione : Se lo fossero sarebbero chiusi e limitati, osserviamo che GL,(R) e GL,(C) sono
aperti infatti M, (R)/GL,(R) = {A € M,(R) | det(A) = 0} = det~'(0) ma det : M,(R) — R
¢ continua e 0 ¢ chiuso in R quindi M, (R)/GL,(R) & chiuso percio GL,(R) ¢ aperto, analogo
GL,(C). Invece SL,(R) non ¢ limitato infatti posso considerare le matrici con tutti 0 meno
che nella diagonale e invece nella diagonale composta da n — 2 termini di 1 e gli ultimi due
porci a e a~! per ogni a € R, quindi il determinate e 1, e si ha che 3 a?j =n — 14 2a® quindi
queste matrici vivono nella superficie di una sfera di raggio vn + 2 + 2a? al variare di a € R
quindi non ¢ limitato, analogo SL,,(C).

2.4.3 Proposizione : Sia f: X — Y continua con Y connesso e le fibre f~1(y) connesse
per ogni y € Y e supponiamo che f sia aperta/chiusa allora X & connesso.

Dimostrazione : Supponiamo f chiusa, con f aperta e analogo, supponiamo per assurdo
che X = C7UC5 unione di due chiusi non vuoti e disgiunti, allora Y = f(Cy)U f(Cy), siccome f
& chiusa, allora Y & unione di due chiusi non vuoti, ma siccome Y & connesso f(C1)N f(Cy) # 0,
consideriamo quindi un y dellintersezione, alora la fibra f~1(y) = (f~1WNC) U (f~1®NC) &
unione di due chiusi non vuoti e disgiunti, assurdo perché la figra ¢ connessa.

O

2.4.3 Corollario : Il prodotto di due connessi e connesso.

Dimostrazione : Siano X, Yconnessi e sia f: X XY — Y, questa ¢ una proiezione quindi
¢ una applicazione aperta, Y & connesso e le fibre sono f~1(y) = X x {y} = X che sono quindi
tutte connesse per per la proposizione precedente si ha che X x Y e connesso. Potevo anche

29



studiare f: X x Y — X, avrei ottenuto comunque la tesi.

2.4.2 esercizio :

1) GL,(R) non ¢ connesso e ha due componenti connesse.

soluzione : Sia GL,(R)™ = {A € GL,(R) | det(A) > 0}, dico che GL,(R)" ¢ connes-
so. Procediamo per induzione, se n = 1 = GL;(R) = (0,400) che ¢ connesso, consi-
deriamo ora n > 1 e sia p : GL,(R)T — R" tale che p(A) = Prima colonna di A, che
e la restrizione di f : M,(R) — R" con f(A) = Prima colonna di A, osserviamo che

M,(R) = R™ = R" x --- x R™ con la topologia prodotto, cid mostra che f € la proiezione
——

n wvolte

sulla prima componente del prodotto quindi, in quanto proiezione, ¢ una applicazione aperta, e
quindi anche p ¢ aperta perché G L, (R)* & aperto in M, (R) e se prendo un aperto A C GL,(R)™,
per la topologia di sottospazio, esiste un aperto U C M, (R) tale che A = UNGL,(R)*", quindi
p(A) = f(UNGL,(R)") quindi & aperto. Siccome A € GL,(R)" non puod avere una colonna
nulla riscrivo p come p : GL,(R)* — R"/{0}, ora p cosi definita & sempre aperta inoltre per
n > 1 l'insieme R™/{0} ¢ connesso, se dimostro che le fibre sono connesse ho, per la propo-

1 v
sizione 2.4.3, che GL,(R)" ¢ connesso. Consideriamo la fibra p~!(e;) = {(O A ) con
0
AeGL, (R)TeveR"} =GL, 1(R)" x R"!(da vedere aggiustare A) ma per ipotesi
induttiva GL,_1(R)™ & connesso e sappiamo gia che R™ & connesso quindi per il corollario 2.4.3
p'(e1) € connesso. Sia ora v € R/{0} e A € p~!(v) allora esiste B € GL,(R)" tale che
v = Bey, allora Bp~!(e;) C p~'(v), analogamente B~'p~1(v) C p~(e;) = p~*(v) C Bp~'(ey)
quindi p~'(v) = Bp~!(e;), se consideriamo 'omeomorfismo L4 : M, (R) — M,(R) tale che
L4(B) = AB, allora p~'(v) = Lg(p~!(e1)) ovvero le fibre sono tutte omeomorfe tra di loro
quindi sono tutte connesse, quindi si conclude che GL,(R)" & connesso. Osserviamo infine
che GL,(R) = GL,(R)" UGL,(R)™ e che se B € GL,(R)™ allora GL,(R)” = Lg(GL,(R)")
quindi GL,(R) non ¢ connesso ed ha due componenti connesse GL,(R)*, GL,(R)".

2) GL,(C) ¢ connesso.

soluzione : La soluzione ¢ analoga a GL,, (R quindi la lascio come esercizio.

3) SL,(R) e SL,(C) sono connessi.

soluzione : Consideriamo f : GL,(R)" — SL,(R) tale che f(A) = det(A)"'A, ¢ continua e
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surgettiva, siccome GL,(R)* & connesso allora f(GL,(R)") = SL,(R ) ¢ connesso. Analoga-
mente a prima consideriamo f : GL,(C) — SL,(C) tale che f(A) = det(A)~'A, e si ha che
SL,C ¢ connesso.

4) SO, (R), SU,(C), U,(C) sono connessi, invece O,(R) non & connesso ed ha 2 componenti
connesse.

soluzione : Consideriamo t : SO,(R) — S™! tale che t(A) = Prima colonna di A, que-
sta applicazione & surgettiva perché ogni vettore di S™! lo posso completare a base e con
i vettori della base costruisco una matrice, che & invertibile per costruzione (da vedere), ora
procedo per induzione. Per n = 1 si ha S =; (R) = {1} che & connesso, per n > 1 si ha che
S™=1 & connesso, inoltre ¢ ¢ una applicazione chiusa perché se C' C SO, (R) chiuso ma SO, (R)
¢ compatto quindi C' ¢ compatto e per continuita di f si ha f(C) compatto, ma S*~1 & T,

quindi f(C) e chiuso, voglio applicare la proposizione 2.4.3, dimostro quindi che le fibre sono
10..0

connesso. Consideriamo la fibra p~!(e;) = { (0 A con A € SO, 1(R) p = S0,_1(R)(da
vedere aggiustare A) che & connesso per ipotesio induttiva. Concludiamo osservando che le fibre
sono tutte omeomorfe.

Adesso osserviamo che O,(R)" = SO, (R) = O,(R)™ quindi O,, non & connesso ed ha 2 com-
ponenti connesse O,,(R)", O,(R)™. La soluzione & del tutto analoga per U, e SU,, quindi si
ha che sono connessi.

2.4.6 Teorema : Sia f : X — Y chiusa con Y compatto e le fibre compatte. Allora X e
compatto.

Dimostrazione : Posso assumere che f sia surgettiva dato che e chiusa infatti X e chiuso
quindi f(X) e chiuso ma Y compatto quindi f(X) compatto, quindi porre f(X) =Y non altera
il problema. Sia ora ./ un ricoprimento aperto di X, posso supporre che sia chiuso rispetto

alla operazione di unioni finite, infatti sia # = { U A; | A; € o} il ricoprimento composto da

tutte le unioni finite di elementi di o7, allora </ ammette un sotto rlcopnmento finito se e solo
se A lo ammette. Ora sia A € X aperto e definiamo A’ = {y € Y | f~1(y) C A}, A’ ¢ aperto
infatti Y/A' = f(X/A), X/A ¢ chiuso e f ¢ chiusa quindi Y/A’ ¢ chiuso e percio A’ ¢ aperto.
Consideriamo ora &/’ = {A" | A € &/}, questo & un ricoprimento aperto di Y infatti sia y € Y
e consideriamo la fibra f~!(y), questa ¢ ricoperta da & e siccome le fibre sono compatte, esiste
un sotto ricoprimento finito che la ricopre, quindi f~!(y) = A;U--- U A,, con A; € &7, ma &
¢ chiuso per unioni finite quindi f~!(y) C &, percid y € f~!(y) C &' e quindi & ricoprimen-
to. Adesso, siccome Y ¢ compatto, posso estrarre un sotto ricoprimento finito da &7’ quindi
Y = G A= X = ,GIAZ' quindi X e compatto.
=

=1

O
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2.4.4 Corollario : Sia f : X — Y chiusa con Y compatto e fibre compatte. Allora
f~HK) compatto per ogni K compatto di Y.

Dimostrazione : Sia K compatto di Y e consideriamo fx : f~'(K) — K la restrizione di
f, K e compatto le fibre di questa sono compatte ed inoltre ¢ chiusa perché sia C' chiuso di X,
allora fx(C'N f71(K)) = f(C) N K che ¢ chiuso, quindi per il teorema precedente f~!(K) ¢
compatto.

2.4.2 Definizione : Sia f: X — Y continua, allora si dice propria se e solo se le preim-
magini di compatti sono compatte.

2.4.5 osservazione : f propria = ha fibre compatte.
2.4.6 osservazione : f chiusa =~ f propria.
2.4.1 esempio :
1) Sia f : X — Y chiusa con fibre compatte e Y compatto allora f & propria.

2) Sia X compatto e Y arbitrario, allora 7X x Y — Y ¢ propria perché per ogni com-
patto K in Y si ha f~1(K) = X x K che ¢ compatto i quanto prodotto di compatti.

3) Sia f : R — R tale che f(z) = €%, non & propria perché f~1([0,1]) = (—o0,0] e [0,1]
¢ compatto ma (—oo, 0] non lo ¢.

4) Sia f : R — RT tale che f(z) = e allora f & propria ed & pure un omeomorfismo.

2.5 Compattificazione di Alexandroff

Riprendiamo alcuni concetti spiegati precedentemente, abbiamo definito una funzione pro-
pria come quella funzione per cui la preimmagine di compatti € compatta e abbiamo visto che in
una funzione propria le fibre sono compatte e che se una funzione e chiusa ed ha fibre compatte
allora e propria. Inoltre abbiamo definito la locale compattezza come quella proprieta per cui
ogni punto di uno spazio topologico ammette un intorno compatto.

2.5.1 osservazione : In generale una funzione propria non ¢ necessariamente chiusa infatti
consideriamo lo spazio di Sierpinski X = {xg,z1} con la topologia {0, X, {z}} e considero
f : {zo} — X tale che f(xg) = zo. f € propria perché gli insiemi finiti sono ovviamente
compatti, ma non € chiusa in quanto xy non & chiuso dato che ;1 = X/zq non & un aperto della
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topologia.

2.5.1 esempio : Se ¢ X & compatto allora ¢ localmente compatto, R, R" sono localmente
compatti e i sottospazi di spazzi localmente compatti sono localmente compatti.

2.5.2 esempio : {z,y |y > 0}U{0} non ¢ localmente compatto infatti {0} non ammette un
intorno compatto. Se considero Q con la topologia euclidea non e localmente compatto infatti
X C Q e compatto <= ¢ chiuso e limitalo in R <= X ¢ una successione in Q contenente i
propri punti di accumulazione per esempio {%} U {0}. Ora, ogni intorno di Q, per la topologia
di sottospazio, € della forma (a,b) N Q, intorno di R intersecato ), ma questo insieme non e
compatto perché se no sarebbe chiuso e quindi (a,b) = (a,b) D (a,b)/Q che & assurdo, dunque
non contiene i propri punti di accumulazione quindi non e compatto.

2.5.1 Definizione : X & compattamente generato se la famiglia dei sottospazi compatti
% (X) di X forma un ricoprimento fondamentale.

% (X) ¢ fondamentale se ¢ ricoprimento e se dato U C X allora U ¢ aperto se e solo se U N K
¢ aperto in K per ogni K € ' (X) o equivalentemente dato C' € X allora C' & chiuso se e solo
se C'N K chiuso in K per ogni K € € (X).

2.5.1 Proposizione : X localmente compatto = X compattamente generato.

Dimostrazione : Sia € (X) la famiglia di sottospazi compatti di X, questa e ricoprimento
di X perché essendo localmente compatto ogni punto ha un intorno compatto e 'unione di
tutti questi ricopre X ed essendo compatti stanno in ¢’ (X), vediamo che ¢ fondamentale. Sia
U C X tale che UNK ¢ aperto in K per ogni K € ¢ (X), vediamo che U & intorno di ogni suo
punto. Sia x € U allora, per la locale compattezza di X, ammette un intorno compatto K in
X, K, in quanto intorno, contiene un aperto A € X tale che x € A C K, inoltre per ipotesi
U N K ¢ aperto in K quindi, per la topologia di sottospazio, esiste un aperto B C X tale che
UNK =BNK, vediamo che UNA ¢ apertoin X ex € UNA C U ¢ quindi U ¢ intorno di z.
Orasoche ACK —=A=ANK=UNA=UNKNA=BNKNA=BnNA, A, B sono
aperti di X quindi U N A e aperto di X, contiene z ed e contenuto in U quindi si ha la tesi.
O

2.5.1 Lemma : Sia Y di Hausdorff. Allora Y & compattamente generato <= ogni appli-
cazione continua f: X — Y propria e chiusa.

Dimostrazione :
(=) Supponiamo Y di Hausdorff e compattamente generato e consideriamo f : X — Y pro-
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pria, dobbiamo vedere che f & chiusa. Sia C' € X chiuso, allora f(C) ¢ chiuso <= f(C)N K
¢ chiuso in K per ogni K € %(X) compatto in quanto Y & compattamente generato. Sia
K €Y compatto e consideriamo la restrizione f : f~!(K) — K allora ho che K ¢ di Hau-
sdorff perché sottospazio di uno spazio di Hausdorff e f~!(K) ¢ compatto perché f & propria
quindi f|x ¢ chiusa per il corollario 2.4.1. Ora, f|x chiusa = f(C)N K = f(CN f~YK))
siccome C'N f~1(K) & chiuso allora f(C')N K & chiuso in K dunque f(C') & chiuso in Y perché
compattamente generato.

(<) Sia Y di Hausdorff e ogni f : X — Y propria & chiusa, voglio vedere che Y & com-
pattamente generato, vale a dire C'N K chiuso in K per ogni K compattoinyY — C CY
¢ chiuso in Y, I'altra implicazione ¢ ovvia in quanto se C' C Y ¢é chiuso in Y allora C'N K ¢
chiuso in K per la topologia di sottospazio. Sia C' C Y tale che C'N K chiuso in K per ogni K
compatto, consideriamo I'immersione ¢ : C' — Y, allora ¢ e propria infatti se K C Y compatto
allora i~1(K) = C'N K chiuso in K dunque compatto, dunque 7 & chiusa per il corollario 2.4.1
quindi C' = i(C') ¢ chiuso in Y.

O

2.5.1 Teorema : Sia f : X — Y continua con Y di Hausdorff e compattamente generato.
Allora f e propria <= f & chiusa e le fibre sono compatte.

Dimostrazione :
(«<=) Per il lemma precedente ¢ ovvio.

(=) Per il lemma precedente ho che f ¢ propria e chiusa quindi ha anche fibre compat-
te.
O

Sia X uno spazio topologico, considero 'insieme X = {X}U{oc}, oo & un punto formale, voglio
renderlo compatto e tale che X sia un suo aperto. Definisco allora la topologia 7 = {A C X
aperto}U{X /K | K C X chiuso e compatto} su X, Vediamo che ¢ effettivamente una topologia
su X. Ovviamente ), X € 7, inoltre U A € 7 poi U (X/K):X/Q(K)Gﬁin

ACX K comp. e chiuso
quanto (K & chiuso e compatto (da vedere), se invece A C X aperto e K chiuso e compatto
K

allora AU (X/K) = X/(K/A) € Z dato che K/A & chiuso e compatto. Infine I'intersezione
di aperti X e ancora un aperto di X quindi anche di 7, poi N (X/K) = X/UK) € 7

finita
perché |J(K) compatto e chiuso, inoltre s A C X aperto e K C X chiuso e compatto allora
AN (X/K)= A/K che ¢ aperto in X quindi .7 perché K chiuso.

2.5.2 Definizione : X @& la compattificazione di Alexandroff di X.
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2.5.2 osservazione : i : X — X tale che i(r) = x, € una immersione aperta, infatti e
continua per costruzione, e p~1(A) aperto in X per ogni A C X perché p71(A)=Ase AC X
op 1 (A)=X/K se A= X/K.

2.5.3 osservazione : X @& compatto, infatti sia 2/ un ricoprimento aperto di X allora
esiste Ay € o tale che 0o € Ay quindi esiste un chiuso e compatto K C X tale che A = X /K.
Sia ha allora che X = AU U Aquindi K C U A, siccome K e compatto esiste sotto

Aed /Ao Aed [Ag

n
ricoprimento finito quindi esistono Aj,--- A, € & /Ay tale che K C U A; di conseguenza

=

X =AyN U A; dunque ho trovato un sotto ricoprimento finito quindi Xe compatto.

2.5.3 esempio : P!(C) ¢ la compattificazione di Alexandroff di C ovvero P!(C) = C U
{0} = C infatti PYC) = Uy U U con U; = {[20,21] | 2 # 0} e 3 : Uy — C ta-
le che Yo([z0,21]) = 2 e 1 : Ui — C tale che 71([20,21]) = £ sono omeomorfismi e
in particolare U;/Uy = {[0,1]} quindi co = [0,1] dunque P}(C) = U, U {[0,1]} e quindi
PHC) = UO ¢ la compattificazione di Alexandroff di Uy e Uy ¢ omeomorfo a C. Per dimo-
strare che P'(C) = U, dobbiamo mostrare se A C P!(C) & un intorno aperto di oo = [0,1]
allora P1(C)/A C Uy ¢ compatto e chiuso in Uy. P!(C)/A ¢ chiuso perché A & aperto, ve-
diamo che ¢ limitato. AN U, = A/{[0,1]} & aperto e AN U; & aperto e contiene |0, 1],
siccome 1, definito sopra, &€ un omeomorfismo si ha che (A N U;) & un aperto di Z quin-
di contiene una palla aperta B(0) di raggio e e centro 0 = ([0, 1]). Consideriamo la mappa

C* — i 2 UgnNUy = {[20, 1] | 20,21 # 0} =% C* con ygoy; * : C* — C* tale che ypoy; ' (2) = 27*
e supponiamo A # P'(C) allora ANU; C Uy NU; e quindi v (ANU;) D Be(0)/{0} e dunque
Y(ANUY) = y(y1 (B(0)/{0})) = (C/Bl( ) = P(C)/A C Bi1(0) siccome Bi(0) ¢ limitato
allora P!(C)/A ¢ limitato. Se pensiamo a P!(C) come S?, dato che sono OHIGOHEIOI"ﬁ, allora U
corrisponde alla calotta inferiore della sfera e U; a la calotta superiore come in figura

(Figura 27)
e Y1, 7o sono rispettivamente la proiezione stereografica con polo 0 e oc.

2.5.4 osservazione : X chiuso in X <= {oo} € X ¢ aperto <= X ¢ compatto. X non
e compatto <= X = X la chiusura di X in X & X.

2.5.5 osservazione : X & Th <= X & Tj e localmente compatto infatti z,y € X al-
lora sono separati in X <= sono separati in X <= X e T,. Invece z € X e o0 € X
sono separati in X <= esistono U intorno aperto di « e V intorno aperto di oo tale che
UNU =0<+<= K =X/V C X & chiuso e compatto e U C K quindi K & un intorno compatto
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di x <= X é localmente compatto.

2.5.2 Lemma : Sia f : X — Y immersione aperta di spazi 15 e definiamo g : ¥ — X
tale che g(y) = f~1(y) se y € Imm(f) e g(y) = oo altrimenti. Allora g ¢ continua.

Dimostrazione : Sia U C X aperto. Se U & aperto in X allora g Y (U) = f(U) che ¢ aperto
dato che f ¢ aperta. Se co € U allora K = X/U e compatto, chiuso e scontato perché X e Ts,
quindi g~Y(U) = ¢ Y(X/K) = Y/g ' (K) = Y/f(K) che & aperto dato che K compatto e per
continuita di f si ha f(K) compatto e siccome Y & Ty & anche chiuso.

O

2.5.2 Teorema : X compatto e T} e sia 79 € X. Allora X & omeomorfo a X/{zo} che &
la compattificazione di Alexandroff di X/{x¢}.

Dimostrazione : (da vedere riguarda) X ¢ T; allora {x} & chiuso dunque X/{xo} C X &
aperto. f : X/{zo} — X € una immersione aperta, per il lemma precedente posso estendere
fag: X — X/{Al’o} continua tale che g(x) = = se x # {9} 0 g(x) = o0 se z = oo, siccome
X = (X/{xo}) U {zo} si ha che g & una bigezione, vediamo che g & omeomorfismo. X & com-
patto, se mostriamo che X/ {Amo} e Ty abbiamo che g manda un compatto in un 75 e quindi
e chiusa e una bigezione chiusa ¢ un omeomorfismo. Sappiamo per l'osservazione 2.6.5 che e
sufficiente mostrare che X/{zo} ¢ T3 e localmente compatto. X/{x¢} ¢ sottospazio di un 75
quindi e Ty, sia y € X/{zo}, siccome X & T esiste un intorno U di zg e V intorno di y aperti
e disgiunti quindi V C X /U ¢ chiuso in X dunque zy & V quindi V & compatto ed ¢ intorno
compatto di y in X/{xq}.

O

2.5.2 Proposizione : Sia f: X — Y e consideriamo la sua estensione f:X — Y tale
che flx = f e f(c0) = 0. allora

1) f propria = f continua.
2) Y di Hausdorff = vale il viceversa del punto 1).
Dimostrazione :
1) Supponiamo f propria. Sia U C YV aperto, se U C YV = FYU) = f~Y(U) ¢ aperto
in X per continuita di f quindi aperto in X. Se invece co € U = K = Y/U & chiuso e

compatto in Y, allora f~1(U) = f~1(Y/K) = X/f~Y(K) = X/f~(K), f propria = f~(K)
¢ compatto e per continuita ¢ chiuso quindi X /f~(K) & aperto.
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2) Supponiamo Y & Tj e f continua. Sia K € Y compatto —> ?/K ¢ aperto in Y e con-
tiene {oo} perche Y ¢ Ty quindi K compatto ¢ anche chiuso = f~*(Y/K) ¢ aperto in X per
continuita di f = X/f (Y /K) & compatto e chiuso in X ma X/f1(Y/K) = f~1(K).

O

2.5.3 Definizione : Sia ¢ C Z(X) una famiglia di sottoinsiemi di X. % ha la proprieta dell'intersezic
se comunque preso un sottoinsieme finito 4’ C € si ha che N C # (.
cee’
2.5.3 Proposizione : X ¢ compatto <= per ogni famiglia % di chiusi con la proprieta
della intersezione finita vale N C # 0.
ce?w

Dimostrazione :

(=) Sia ¥ famiglia di chiusi con la proprieta dell’intersezione finita, supponiamo per assurdo

che NC=0= X=X/0=X/ ﬂ C = U X/C X/C ¢ aperto quindi ¢ un ricoprimento
cew

n
aperto, ma X compatto quindi esistono un numero finito di chiusi per cui X = U C; =
C;e%, i=0

n
N C; =0 assurdo.
C,€%, i=0

(«<=) Sia & un ricoprimento aperto di X e supponiamo che non ammetta sotto ricoprimenti

finiti allora |J A # X per ogni &7’ € & finito quindi (| X/A # () per ogni &’ € & finito
Acat’ Acst!
dunque {X/A} 4es € una famiglia di chiusi con la proprieta dell’intersezione finita e quindi vale

N X/A#0 = U A # 0 assurdo perché o ¢ ricoprimento.
Act Al -

2.5.3 Teorema : X compatto <= per ogni Y spazio topologico la proiezionep : X XY —
Y ¢ chiusa.

Dimostrazione :

(=) Siap: X xY — Y proiezione e sia C' C X x Y chiuso, vediamo che Y/p(C) ¢ in-
torno di ogni suo punto. Sia y € Y/p(C) e sia A = (X xY)/C, ¢ aperto perché C' chiuso,

quindi per la topologia prodotto A = UU; x V; con U; C X e V; C Y aperti, di conse-
el

guenza f~l(y) C A, siccome f7l(y) = X x {y} = X allora la fibra & compatta e quin-

di f7(y) C U U; x V; unione finita. Posso assumere che y € V; per ogni ¢ < n ovvero

Yy € ﬂV:>X— UU — X X ﬂVC UU xV,C A— ﬂVeaperto contiene y ed
11

e contenuto in Y/p( ) = Y/p(C) & intorno d1 y al variare di y E Y/p(C) quindi ¢ aperto e
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quindi p(C') e chiuso.

(<=) Supponiamo che per ogni Y spazio topologico p : X X Y — Y chiusa, Consideria-
mo ora una restrizione del problema, ovvero assumiamo che X sia 75 e localmente compatto
non richiesto dalle ipotesi del teorema. Sia X la compattificazione di Alexandroff di X allora
XeTy p: X x X — X & chiusa quindi Ay C X X X(da vedere secondo me & X x X), la
diagonale, & chiusa perché X ¢ Ty = Ax = Ax N (X x X) (da vedere secondo me é XN...) &
chiusa in X x X = X = p(AsX) C X chiuso in un Ty quindi X ¢ compatto. Ritorniamo alle
ipotesi del teorema e supponiamo che X non sia compatto, vale a dire che esiste una famiglia

di chiusi € con la proprieta del’intersezione finita ma che () C' = (). posso assumere che €
Ce%

sia chiusa rispetto alle intersezioni finite. Ora consideriamo X = X U {o0} con la topologia
B ={{z}|re X} U{CU{oxc} | C € €}, ¢ in effetti una base ed e chiusa per intersezioni
finite infatti (C1 U {oo}) N (C2 U {oo}) = (C1 N () U {oo} € &, negli altri casi ¢ banale,
inoltre la chiusura di X coincide con X infatti {oo} non ¢ aperto in X perché ) ¢ €. Ora sia
p: X xX — X _proiezione, chiusa per ipotesi, Ax C X X X chiuso = p()Ax & chiuso
in X = Ax = X > {inf} dunque esiste z € X tale che (z),00) € Ax = ogni intorno
di (z,00) in X x X interseca Ax quindi (U x (C'U{00})) N A # 0 per ogni U C X aperto
e per ogni C € ¥ =— = € C per ogni C € ¥ infatti se vt ¢ C = x € X/C aperto
= UNC#0)= (Ux (CU{oc}))NA =0 assurdo.(da vedere)

O

2.6 Ancora su spazi proiettivi

(da vedere dispense fra. acq.) Lo spazio proiettivo oltre ad essere un quoziente di R™ ne
¢ anche la sua compattificazione di Alexandroff infatti P"(R) = R" U {oo} con la topologia di
aperti di R™ unito gli intorni di infinito. Lo studio del proiettivo e utile per studiare le radici
dei polinomi ed il comportamento all’infinito come tangenti, di fatto in R™ non puoi fare uno
studio concreto all’infinito perché I'infinito non lo puoi rappresentare come un punto e quindi
non senso parlare di tangenti all’infinito o radici all’infinito, nel proiettivo & un punto e quindi
ha senso parlare di radici all’infinito etc.., facciamo qual esempio

(Figura 28)

Consideriamo la parabola z = 1 in R?, lo spazio proiettivo non ¢ altro che un punto di vi-
sta di uno spettatore quindi immaginiamo di essere posti sull’origine e di osservare la parabola,
un punto qualsiasi della parabola ¢ della forma (¢,¢%,1) al variare di ¢+ € R, consideriamo il
fascio di rette passanti per I'origine e per la parabola che ha equazione z* = zy (da vedere)

osserviamo che la retta di equazione {fgzg e soluzione del fascio ma non proietta nessun punto

68



della parabola, il problema e che ne comporre le equazioni cartesiane da equazioni parametriche
si aggiungono punti che non appartengono allo spazio che stai studiando. Piu esplicitamente

consideriamo { =f e { ;;3 queste sono equazioni parametriche della stessa equazione cartesiana

y = x, ma la prima considera tutta la diagonale di R? la seconda solo la diagonale strettamente
T=Uv

positiva di R?. Consideriamo ancora { y=v le equazioni parametriche di 2?2 — y%2 = 0 che ha
Z=v

grafico (da vedere)

(Figura 29)

x=t(t>+1)

y=(12+1) queste coordinate sono rappresentate in figura come

o anche {
(Figura 30)

si vede che 'insieme e sconnesso ma ¢ assurdo dato che e immagine di ¢t € R che e connessa
(da vedere). Nella prospettiva tutte le rette parallele incidono nelle stesso punto all’infinito,
come studio 'infinito ? Consideriamo di essere in R? allora scrivo le coordinate in questa forma

(i—é, %(2)) queste nel proiettivo corrispondono alle coordinate omogenee [zg, x1, 3], ora conside-
riamo per esempio le rette parallele di equazione y = 3x+1 e y = 3x+ 2, ne faccio 'intersezione
2y “ge1
riscrivendo z, y nel modo fatto sopra quindi { 2 a7t o :>{
zg~ T xQ
coordinate ha soluzione e nelle coordinate omogenee si esprime [0,1,1] (da vedere) che ¢ il

punto all’infinito dove si incontrano.

T2=31+T¢

womary oy dUEsto sistema in queste

Nelle scorse lezioni abbiamo preso R™*! e abbiamo tolto lo 0 che non ¢ altro che il punto
di vista dello spettatore e in R"™! /{0} abbiamo considerato la relazione di equivalenza ~ tale
che z ~ y < x = \y il quoziente (R"™/{0})/ ~= {[zo, -+ ,x,]/{0} & lo spazio proietti-
vo e le rette sono identificate e abbiamo visto che ¢ compatto e connesso. Vogliamo fare la
stessa cosa in uno spazio vettoriale V' qualsiasi, solo che in uno spazio vettoriale non abbiamo
molte cose che abbiamo in R", sappiamo che ogni spazio vettoriale ¢ isomorfo a R™ affinche ci
sia questo isomorfismo bisogna introdurre in V' delle coordinate, queste si possono ottenere se
introduciamo una base, uno spazio vettoriale "diventa" R™ se ci mettiamo una base, che ¢ il
minimo per poter parlare di combinazioni lineari e coordinate. In analogia vogliamo ottenere gli
stessi risultati di P"(R) in P™"(V), proiettivo dello spazio vettoriale, quindi & necessario trovare
un concetto intrinseco di base in P"(V') in modo da poter introdurre le coordinate omogenee,
teniamo conto che in uno spazio vettoriale non c¢’e il concetto di parallelismo come in R", che e
poi la differenza sostanziale tra uno spazio vettoriale e R™, infatti la retta ¢ un sottospazio ed
in particolare passa per 'origine una qualunque sua parallela non passera per l'origine quindi
perde la sua strutta di spazio vettoriale assumendo una struttura di spazio affine. In geome-
tria si studiano gli invarianti per trasformazioni, come in uno spazio vettoriale si studiano gli
invarianti per GL, (V) e O,, analogamente faremo nel proiettivo per quanto riguarda le radici
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dei polinomi e lo studio delle quadriche.

2.6.1 Definizione : Sia ~ la relazione di equivalenza in V/{0} tale che v ~ w = v = Aw
allora (V/{0})/ ~=P"(V) spazio proiettivo di uno spazio vettoriale.

2.6.1 Lemma : Sia V uno spazio vettoriale e siano vg,---,v, € wq,--- ,w, vettori, se
v;/ Jw; ovvero v; = \w;, si dicono paralleli, allora i v; sono indipendenti se e solo se i w; sono
indipendenti.

Dimostrazione : Supponiamo i v; indipendenti allora Y a;v; = 0 = a; = 0 ora se conside-
riamo > b;w; si ha > bw; = Y b \jv; = b;\; = 0 = b; = 0, il viceversa ¢ analogo.

Vogliamo introdurre il concetto di indipendenza anche nello spazio proiettivo, il proiettivo
di V non e altro che un quoziente e questo conserva il concetto di indipendenza e di sottospazio.

2.6.2 Definizione : Sia W sotto spazio di V allora P"(W) & sottospazio proiettivo di
P (V).

2.6.3 Definizione : Sia S un sottoinsieme di P"(V') e consideriamo la famiglia F dei sot-
tospazi proiettivi di P"(V') che contengono S allora () F' ¢ lo spazio generato dal’insieme S.
FeF
2.6.4 Definizione : Consideriamo i punti p;, ps, ps allora si dice che p; ¢ indipendente da
P2, p3 se non appartiene allo spazio generato da ps, ps.

Con queste definizioni posso trovare un insieme finito di punti indipendenti che mi genera
il mio spazio e quindi avere una base. Consideriamo V/{0} e considero la base py, - - , p,, ogni
punto ¢ una classe di equivalenza p; = [v;] voglio vedere se riesco, con questo che ho ottenuto,
a rendere P"(V') come P"(R). In V ho v = > x;v; che ha coordinate [zg, - ,x,] se considero
ora i punti p; = [v;] sono indipendenti e nel proiettivo ¢ = [v] ha coordinate [zg, -, z,], ma
pi = [v;] = [kv;] quindi ¢ ha anche coordinate [kzg, - - - , kx,] quindi non ¢ ben definita la base,
aggiungo un altro punto indipendente u = [vg + vy + - - + v, detto punto unita e considero
la base con i punti pg,- -, pn,u, questa base non genera 'ambiguta (da vedere) di prima e
definisce effettivamente una base di P*(V).

2.6.5 Definizione : Gli n + 2 punti py, - - - , p,, u sono detti ri ferimento proiettivo.

Voglio adesso trovare la nozione di somma e prodotto per scalare in P"(V'), ma e difficile
perché dipende sempre dalla scelta dei rappresentanti infatti p = [v] = [kv] e ¢ = [w] = [jw] ma
p+q = [v+w] # [kv+iw] = p+q, allora considero la somma come unione ed il prodotto come
intersezione. Con queste nozioni possiamo introdurre Grassmann dim(A, B) + dim(AN B) =
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dim(A) + dim(B) anche nello spazio proiettivo.

2.6.6 Definizione : La dimensione di uno spazio proiettivo e la dimensione dell0o spazio
vettoriale di cui e proiettivo -1 e il vuoto ha dimensione -1.

2.6.7 Definizione : Uno spazio di dimensione 1 si chiama retta, uno di dimensione 2 si
chiama piano, e cosi via in analogia con R".

2.6.1 esempio : In P?(R) un riferimento proiettivo ¢ composto da 4 punti a 3 a 3 indi-
pendenti p1, p2, p3,u che sono, in coordinate xy, x1, x9, [1,0,0], [0,1,0], [0,0,1], [1,1,1], lo
spazio generato da p; e py ¢ il piano zyp = 0 ed ¢ la proiezione del piano proiettivo in R3/{0}.

Vogliamo ora capire come cambiare base di uno spazio proiettivo, ricordiamo che in uno spazio
vettoriale si ha il diagramma

Analogamente ci sara lo stesso diagramma per il proiettivo in piu la matrice di del cambia-
mento di base deve conservare il fattore di moltiplicazione perché i punti sono classi di equi-
valenza ed inoltre deve agire come A del diagramma di sopra su gli elementi della base meno
I'unita, e per quanto riguarda i punti 'unita, vengono mandati in se stessi, quindi si ha che
A(v;) = \iB(v;) = B7'A(v;) = Av; quindi sono autovettori inoltre siccome i punti unita van-
no mandati in se stessi si ha A\; = 1 (da vedere). (esempio con azg+ bxy + cxs forse cambiando
base boh...) Ora abbiamo tutto per studiare il proiettivo di uno spazio vettoriale, possiamo de-
finire il duale, ogni funzionale del duale ha nucleo un iperpiano e I'insieme dei funzionali con lo
stesso nucleo e contratto ad un punto nel proiettivo. Ora P" (V') con queste nozioni prende strut-
tura di P"(R) con X = {zo # 0} = {[1, 2, -+, 2]} che ¢ R" e {zy = 0} sono i punti all'infinito.

’ zg?

2.6.2 esempio : In P*(R) una retta ¢ i luogo degli zeri di una equazione omogenea, ve-
axg+bri+cra=0
dro+exr1+fra=0

supponiamo che in {zg # 0} siano parallele, scrivendo le coordinate in z e y si ha {

bc
e

diamo cosa accade intersecando due rette { queste hanno sempre intersezione,

a+bx+cy=0
d+ex+ fy=0

osserviamo che ( ) ha rango 1 quindi ha soluzione con xy = 0 che sono i punti all’infinito.

2.6.1 esercizio : Trovare 'intersezione di { 27, .
y=z+1
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soluzione : mi trovo in P?(R), voglio dire che le rette si incontrano in [0,1,1].(da vedere fi-
nire).

2.6.3 esempio : Consideriamo il luogo degli zeri di zg + 421 + 7o = 0 in P?(R), intanto
I'applicazione definita non ¢ una funzione infatti i punti (1,1,1) e (2,2,2) hanno immagine
rispettivamente 12 e 24 ma nel proiettivo (1,1,1) e (2,2,2) sono lo stesso punto pero ha due
immagini distinte. Ora il luogo degli zeri & un chiuso perchl’applicazione in {zy # 0} ¢ della
forma 3 + 4x + 5y ed & continua e il suo luogo degli zeri e chiuso, invece in {xy = 0} gli zeri
sono un chiuso perché sono immagine di {0}, che & un chiuso in R*/{0}, tramite la proiezione,
in P?(R), si conclude dicendo che {zy # 0} e {zg = 0} ¢ un ricoprimento fondamentale di chiusi
quindi il suo luogo degli zeri ¢ unione delle varie intersezioni con i chiusi del ricoprimento.
Riassumendo in generale si ha che P*(R) ¢ compatto, fisso un sistema di coordinate xg, 1, z2,
considero x; = 0, o = 0, x3 = 0 sono iperpiani e sono chiusi perché controimmagine, tramite
la proiezione al quoziente come prima, di un chiuso e sono un ricoprimento fondamentale di
chiusi, se il luogo degli zeri ¢ chiuso in ognuno di questi allora e chiuso in tutto il proiettivo.

(da vedere riguarda quadriche di rango massimo omogenee, sono una in C e 2 in R e sono
omeomorfe ad una sfera ed ad un toro in P*(R e mi raccomando retta tra due punti)

(da vedere cosa centra) Abbiamo trovato quindi una nozione di indipendenza usando 'unione
e non la somma. Considero il corpo algebricamente chiuso Clzy, - , z,], Il luogo degli zeri di
un polinomio di questo corpo si chiama varieta algebrica, considero ora un ideale I di polinomi
e conisidero V(I) il luogo degli zeri di dell’ideale, ovvero dove si annullano tutti i polinomi
dellideale e inoltre considero JV(I) che ¢ I'insieme di tutti i polinomi che si annullano in V(1)
e questo ¢ uguale al radicale v/I ovvero linsieme di polinomi p(z) per cui esiste un n € N
tale che p(z)" € I. Considero ora la classe di funzioni <7 (C"), studio il suo luogo degli zeri, a
seconda delle funzioni che considero lo studio degli zeri da luogo alla geometria algebrica o alla
geometria analitica, se per esempio considero le curve chiuse, ogni curva e sempre luogo di zeri
di una funzione C*(R"), F ={y =0 ]y € C*(R")}.

Considero ora il proiettivo P*(C), e studio il luogo dei polinomi omogenei p(xy,--- ,z,) = 0,
un polinomio omogeneo non ¢ una funzione perché due rappresentanti diversi della stessa classe
hanno la stessa immagine quindi un elemento del proiettivo ha diverse immagini, ma il luogo
degli zeri ¢ un chiuso perche se consideriamo la proiezione C/{0} — P*(C/{0}) = (C/{0})/ ~
si ha che 7~ (p(z1,- -+ ,2,)) € un polinomio in C/{0} ed & anche una funzione, un cono, ed &
un chiuso perché (da vedere), siccome la proiezione & chiusa allora [p(z1,--- ,x,)] € un chiuso
e compatto perché contenuto in un compatto.

2.6.4 esempio : Consideriamo P3(C) = {[zg, 71, T, 4] }/{0}, e siano U; = {[xg, x1, T2, 74] | 7; #
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0}, gli U; sono un ricoprimento aperto dato che [0, 0,0, 0] € P*(C), so che p(xg, x1,2—2,23) =0
¢ un chiuso, se mi limito ad Uy ho che p(zg, 21, © — 2, 23) = z3(1, o, i—g) per esempio se ho
il taital=0= zi(1+ D+2+2)eX = {xg(z—é}, dove d = degp, sono le coor-
T2

dinate affini z,y, z in C® dunque = = ﬁ—;, y =32

z= i—g quindi nell’esempio precedente si ha
14224 y%+22. Dunque ho che se ho p(z,y, z) € C3 un polinomio, allora zi“"p(x, y, z) & un po-
linomio omogeneo in P3(C), operazione di omogenizzazione, trovo il luogo di zeri F in P3(C) e
FNUy ¢ il luogo di zeri di p(z, y, z) in C3, I'insieme F di prima e detto completamento proiettivo

degli zeri in C3.

2.6.5 esempio : In C? consideriamo 22 — y?> — 1 = 0, il completamento proiettivo &
22 — 23 — 23 = 0, ho aggiunto i punti con xy = 0, ovvero [0,1,1] e [0,1,—1] ([0,1,—1] e
[0, —1,1] stanno nella stessa classe) quindi ellisse ha due punti immaginari all’infinito dati
da {2} — 23— 22 =0N{zy = 0}} = {23 + 23 = 0} = {[0,1,4],[0,1, —7]}. Questo risultato lo
avevamo gia ottenuto con il teorema di Sylvester, che classifica le forme quadratiche omogenee
{XAX, ce ne sono una in C", in R™ si usa la segnatura. In C? tutte le forme quadrati-
che sono equivalenti quindi hanno tutte due punti complessi all’infinito per esempio l'iperbole
2?2 —y*> — 1 = 0 ha (da vedere) [1,1,0] e [1,—1,0] punti all’infinito, invece la coppia di rette
z? — y* = 0 ha le due tangenti all'infinito. In P?(R) le coniche si classificano con Sylvester (In
P%(Q) si classificano con il teorema di Hassey-Mincosky).

(da vedere S? & unionre di due tori pieni-S® ¢ la compattificazione di Alexandroff di R?; La
contrezione del complementare di un disco chiuso in R? & un disco pill un punto che & insiemisti-
camente S' ma non ¢ omeomorfo perché non ¢ T invece S? si; se avessi preso il complementare
di un disco aperto allora la sua contrazione ¢ S!; C & orientabile, ma se lo consideri come corpo
no; Argomento del complesso —1 — i non ¢ arctan(%; Un nodo ¢ una immersione di S Lin R3,
un nodo ¢ sciolto se esiste una applicazione v : R> — R3 che manda il nodo in S*)

2.6.1 Proposizione : Le quadriche su P3(R) a meno di un omeomorfismo sono la sfera e
il toro P*(R) x P!(R).

Dimostrazione : Prendo una quadrica in R? e la omogenizzo, con Sylvester ottengo tre
classi di quadriche : 22+ 2+ 25 +22 =0, 23+ 22+ 23— 23 =0, 23+ 22 — 23— 22 =0 (non ho
alterato le proprieta topologiche delle quadriche quindi procedo con lo studio), I luogo degli
zeri della prima ¢ il vuoto, e della seconda ¢ una sfera, basta dividere per 22 (questi due luoghi
di zeri non sono equivalenti topologicamente ma sono entrami connessi e compatti). Rimane
la terza da classificare, in coordinate affini ho 22 + 9> — 22 —1=0= 22 - 22 =1— 1> =
(@—2)r+2) = A=y +y) = r = {40000 e sap = {00000 Tun € s
sono due famiglie di rette ad un parametro e li chiamo regoli. Ora osserviamo che 7,5 N7\
non hanno intersezione invece 1,y N s, hanno un punto di intersezione, ovvero due regoli del-

la stessa famiglia non ti intersecano, invece due regoli di famiglie diverse si intersecano in un
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punto, Considero ora l'applicazione ® : P}(R) x PY(R) — {z3 + 2% — 23 — 23 = 0} tale che
O(([A, p], [a,b])) = 741 N Sap, I'applicazione € continua, biunivoca e chiusa infatti un chiuso in
P(R) x P}(R) ¢ compatto quindi I'immagine del compatto ¢ compatta, ma il luogo degli zeri
¢ Ty quindi 'immagine & chiusa (da vedere), in conclusione ® ¢ un omeomorfismo.(da vedere
sistema con le dispense)

O

2.7 Gruppi topologici

consideriamo il sistema differenziale {zfg le soluzione sono diffeomorfismi della forma

R x R? — R? in funzione del tempo e non sono altro che azioni del gruppo R, che rap-
presenta il tempo, sull’insieme R?, che sarebbe lo spazio, una singola soluzione ¢ un’orbita
dell’azione ovvero preso un punto vediamo come cambia al variare del tempo, invece ad un
istante ¢ l'insieme dei valori determinano il flusso. Consideriamo ora 'azione G x X — X
dove G gruppo e X spazio topologico allora © ~ y <= esiste ¢ € G tale che g-z = y e
otteniamo la contrazione X /G, mettiamoci una topologia.

2.7.1 Teorema : Supponiamo che esiste A aperto di X tale che Uinsieme I' = {g €
G | g(A)N A # D} é finito e inoltre 7(A) = X/G dove 7 : X — X/G e supponiamo che X sia
Ty. Allora X/G ¢ Ts.

Dimostrazione : Sia p,q € X/G Voglio dimostrare che hanno due intorni disgiunti, allora
siano x,y € A tale che 7(z) = p e m(y) = ¢, devo trovare due intorni saturi di 7~(p) e di
71(q). So che T ¢ finito ed & composto da gy, - - - , g, considero allora i punti y, g1 (y), - , gn(y)
ex,q1(x), -, gn(x) sappiamo che esistono Uy intorno di = e V4 intorno di y disgiunti e esistono
U; intorno di g;(z) e V; intorno di g;(y) disgiunti dato che X & T3, considero U = (NU;) N A
eV = (Ng " (V;)) N A, sono aperti perché gli U; e V; sono aperti e finiti e g & un omeo-
morfismo inoltre U e ¢(V') hanno intersezione vuota per ogni g infatti se g ¢ I' si ha che
g ANA=0malUV e€ A= Ung(V) = 0, se invece g € T' supponiamo per assurdo
che U N g(V) # 0, allora g(V') C g(V;) per qualche 7, allora p € g(U;) N g(V;) assurdo perche
sono disgiunti per ipotesi. Ora U,V costruiti prima sono intorni di z,y rispettivamente e con-
sidero UGg(U ) e hUGh(V) questi sono intorni di x,y rispettivamente e sono aperti saturi per

g€ €

costruzione e perch’e g & omeomorfismo inoltre |J g(U) N U h(V) = 0 infatti se supponia-
geG heG
mo che non lo sia allora U g(U)N U h(V) = U ¢g(U)Nh(V) = per ogni g,h € G si ha
geG heG g,heG

gU)NMV)#£ 0= UnNgh(V)+#0 ma g~'h € G quindi assurdo per quando detto prima.
O
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2.7.1 Proposizione : La proiezione al quoziente 7 : X — X /G & aperta.

Dimostrazione : Sia A € X un aperto, 7m(A) & aperto se e solo se 7 1(m(A)) & aperto,
per la topologia quoziente, 7! (7(A)) ¢ la saturazione di A ovvero 7~ !(7(A)) = g(A) maig
geqG
sono omeomorfismi quindi g(A) sono aperti dunque 7! (7(A)) ¢ aperto (se G finito da vedere)
quindi 7w(A) & aperto e dunque 7 & aperta.
O

Nell’esempio 1.3.2 abbiamo visto un quoziente non 75 di uno spazio T3 che & lo spazio R x {0, 1},
vogliamo vedere con sotto quali condizioni il quoziente di un 75 sia ancora T5.

2.7.1 Lemma : (Teorema di Wollace) Siano X, Y spazi topologici e siano A C X e BCY
compatti, inoltre sia W C X x Y aperto con a x B C W. Allora esistono U C X eV C Y
aperti tale che Ax BCUxV CW.

Dimostrazione : Per la topologia prodotto W = JU; x V; con U; aperti di X e V; aperti
i€l
di Y, fissiamo a € A allora {a} x B C UU; x V;, siccome {a} x B ¢ omeomorfo a B e B
i€l

& compatto allora {a} X B e compatto dunque pOSso estrarre un sotto-ricoprimento ﬁmto e

ottenere {a} x B C UU x Vi = {a} C ﬂU e B C UV;, allora nomino U, = ﬂU e

V—UV:>{a}><BCU XVCUUXVCW Ora A C UUa,maAecompatto
i=1 acA

quindi posso estrarre un sotto-ricoprimento finito quindi A C U U,,, d’altro canto B C V,
=

per ognlaeA:>BﬂV quindi nomino U = UUa e ﬂV quindi Ax BC UXxV =

=1

(UUal) X (ﬂVai) C U(Uai X V,,) CW eU xV &un aperto.
i=1 i=1 =1

O

2.7.2 Teorema : Sia X compatto e Ty e sia f : X — Y una identificazione. Allora sono
equivalenti :

)Y & T
2) K ={(x1,22) € X X X | f(z1) = f(22)} € X x X ¢& chiuso.
3) f & chiusa.

Dimostrazione : (1 = 2) Consideriamo la diagonale Ay C Y x Y, & chiusa perché Y &
Ty, esia fXf: XxX — Y xY, ¢ continua e abbiamo che K = (f x f)7}(Ay) = K & chiuso.
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(2 = 3) Supponiamo K chiuso, sia C' C X chiuso allora per definizione di topologia quo-
ziente f(C) in Y ¢ chiuso se e solo se f~1(f(C)) & chiuso in X. X & compatto dunque le
proiezioni m; : X x X — X sulla prima e seconda componente sono chiuse, ora consideriamo
KNmy ' (C) = {(z1,22) | f(z1) = f(zq), 72 € C} & chiuso perché intersezione del chiuso K e
del chiuso 7, '(C), quest’ultimo chiuso perché C' chiuso e la proiezione sulle componenti, come
detto prima, & chiusa. Ora m (K N7y '(C)) = {x € X | z € f(C)} = f~1f(C) che & chiuso
quindi f & chiusa.

(3 = 1) Supponiamo f chiusa, fissiamo a e b in Y distinti e consideriamo f~*(a) e f~*(b) com-
patti e disgiunti in X allora f~!(a) x f71(b) C (X x X)/A, ed & aperto in quanto A, & chiuso
perché X ¢ Ty. Per il lemma precedente esistono U,V aperti di X tale che f~1(a) x f~1(b) C
UxV C (X x X)/A, in particolare f~*(a) € U e f~1(b) € V e siccome sono disgiunti si ha
(X/U)U(X/V) = X. Siano ora U' =Y/ f(X/U) e V! =Y/f(U/V) che sono aperti di Y, si
ha che f~'(a) CU = a €U’ e f7}(b) CV = b€ V' quindi U’ e V' sono intorni di a e b
rispettivamente in Y, sono inoltre disgiunti perché U'NV’ =Y/(f(X/U)Nf(U/V) =YY =0.

O

Ora consideriamo l'azione di gruppo di G su uno spazio topologico X equivalentemente consi-
deriamo un omomorfismo di gruppi ¥ : G — Homeo(X) tale che ¥(g) = ¥, dove Homeo(X)
e gruppo con l'operazione di composizione dell’insieme degli omeomorfismo da X in se stesso,
dato g € G e x € X allora U (z) si scrive g - x. Una azione induce una relazione di equivalenza
su X ovvero x X y <= esiste g € G talechex = g-y<= € Gy={2|2=9g-y, g € G}. De-
finiamo X/G come lo spazio topologico quoziente Y = X/ ~, mi chiedo ora quando Y ¢ Ty; In
generale per ogni ¥, y» distinti in Y esistono aperti saturi disgiunti U,V in X con f~!(a) C U
e f71(b) C V, ora se la relazione di equivalenza & indotta da una azione di un gruppo G allora
saturo significa essere G-stabile.

2.7.1 osservazione : p : X — X/G e sempre una identificazione aperta infatti sia U
aperto di X allora gU C X ¢ aperto per ogni g € G in quanto g sono omeomorfismi, quindi
P(U)=p(U gU) ¢ aperto ( U gU ¢ un aperto saturo). Se G ¢ finito allora p ¢ anche chiusa.

geG geqG

2.7.2 Proposizione : G agisce su X, allora Y = X/G ¢ T, <= K C X x X & chiuso,
dove K = {(x,9z) | g € G}.

Dimostrazione : Sia f : X x X — Y xY ep: X — X/G la mappa quoziente, quindi
f =p xpedunque f e una identificazione aperta perché p e identificazione aperta e percio la
topologia prodotto su Y x Y & una topologia quoziente (indotta da X x X). SiaoraC C Y xY,
¢ chiuso se e solo se f~!(C) C X x X & chiuso. Se considero C' = Ay si ha che f~!(Ay) = K
dunque Y ¢ T, = K ¢ chiuso.
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O

2.7.1 esempio : Gli spazi proiettivi P*(R) e P"(C) sono T5. Consideriamo il caso reale
(il caso complesso ¢ analogo), osserviamo che P*(R) = (R"*1/{0})/R* ovvero ¢ il quoziente
del gruppo R* che agisce su R"™'/{0} e quindi sappiamo che & T, se e solo se K & chiuso.
K = {(v,w) € R*™/{0} | non nulli e proporzionali} C (R"*1/{0}) x (R"*!/{0}), osser-
viamo che K’ = {(v,w) C R"" | non nulli e proporzionali} C R"™ x R"* = M,, 1(R)
¢ chiuso in quanto definito dall’annullarsi dei minori 2 x 2 della matrice (da vedere) quindi
K = (R""1/{0}) x (R**1/{0}) N K’ & chiuso.

2.7.2 esempio : GL,(R) agisce su R" e Y = R"/GLx(R) = {[0], [e1]} ¢ lo spazio quozien-
te, {[0]} non & aperto e {[e1]} ¢ aperto perché R"/{0} = GL,, - e; dunque Y non & T5.

2.7.2 osservazione : Nell'implicazione 3 = 1 del teorema ovvero f : X — Y chiusa
con X compatto e T, implica Y di Hausdorff iniziava con 1'affermazione <Sia a € Y allora f~!
& compatto>, giustifichiamola; Infatti f surgettiva e chiusa e X & Ty quindi Y & 7} (ogni punto
¢ chiuso) quindi le fibre di f sono chiuse (da vedere).

2.7.3 Teorema : Sia X uno spazio di Hausdorff e G gruppo che agisce su X con la seguente
proprieta : per ogni x,y € X esiste U intorno di z e V intorno di y tale che gU NV = () tranne
che per al pitt un numero finito di g € G. Allora X/G & Ts.

Dimostrazione : Siano z,yB8X tale che Gx # Gy. Dobbiamo mostrare che esistono
A, B C X aperti G-stabili disgiunti con x € A e y € B. Siano U,V intorni rispettivamen-
te di z,y con la proprieta e siano gi,--- , g, gli elementi tale che ;U NV # 0. X & Ty quindi
posso separare y da ogni g;z quindi esistono g; € U; e y € V; intorni in X disgiunti. Definia-
mo U' =UN Ng " (U;) e V=V N Ng '(Vi), sono intersezioni finite. U’ e V' sono intorni

i=1 i=1

rispettivamente di x e y non sono G-stabili ma sono disgiunti, vediamo ora che gU’' NV’ = ()
per ogni g € G. Siag € Geon gUNV =0 = gU' NV' C gUNV =0, sia invece g € G tale
che gU NV # ) allora g = g; per qualche i, quindi per qualche i gU NV C U;NV; = (). Sia

ora A= JgU' e B= | gV’ intorni in X, si hache x € Aey € B, A e B sono G-stabili per
geG geG

costruzione e sono disgiunti infatti AN B = (gU’' NhV') ora gU' N AV’ = h(h™'gU' NV’)
g,heG

ma abbiamo visto che h~lgU' NV’ = gU' NV' =0 = AN B = 0.
O

2.7.3 esempio :

1) G gruppo finito verifica la proprieta.
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2) Z™ agisce su R™ per traslazione e verifica la proprieta infatti Sia U = {x € R" | |z;| < 1 Vi}
aperto in R™. Allora gU N U # () solo per un numero finito di ¢ € Z" in quanto gU = U + a
per un certo a e gU NU # ) <= |a;| < 1 per ogni i. Ora {U + a}4ezn ricopre R™ quindi siano
z,y € R allorax € U4+aebe U+bper certi a,b € Z". Osserviamo che g(U +a)N (U +b) =
(U+4a+c)N(U+D) per un certo ¢, ma (U+a+c)N(U+b) = (U+a+b+c)NU = gUNU # 0
per un numero finito di ¢’ per quanto osservato prima.

2.7.1 Definizione : G agisce su X. Si dice che D C X ¢ un dominio fondamentale per
I’azione se :

1) D interseca tutte le orbite di G ovvero X = U gD.
geG

2) Int(¢gD N hD) = () per ogni g # h ovvero gD N hD = g(0D) N h(OD).

2.7.4 esempio :
1) Z" agisce per traslazione su R", allora [0, 1] ¢ un dominio fondamentale.

2) Considero I'azione di Z su R?/{0} definita da n -z = 2"z. Allora D = {z C R?/{0} | 1 <
l|z]] <2} ¢ un dominio fondamentale.

3) Z/.z agisce per rotazione su R2, dove il generatore & una rotazione di angolo 2% allora
) n

il settore di piano compreso fra ’asse positivo delle ascisse e la retta per 'origine inclinata di
2;” ¢ un dominio fondamentale, come i figura.

(Figura 41)

Mi chiedo chi sia D/G, dove D ¢ il dominio fondamentale dell’azione (supposto che esista),
e D/G ¢ il quoziente dato dalla relazione indotta da X ovvero dy ~ dy <= Gd; = Gds.

2.7.5 esempio : Consideriamo gli esempi 1,2,3 precedenti :
1) [0,1]*/Z™ & un toro S* x --- x SL.

2) D/Z & un toro.

3) D/(Z/nz) & un cono, si identifica I'asse delle ascisse positiva con la retta inclinata di 2=

I questi tre esempi abbiamo che X/G ¢ Ty. Vogliamo confrontare D/G con X/G, abbiamo
che D — X immersione chiusa, D — D/G ¢ X — X/G identificazioni aperte consideriamo
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quindi il diagramma :

D—— X

T

D/G — X/G

Per la proprieta universale f & continua e bigettiva, mi chiedo quando sia un omeomorfismo.
Se D ¢ compatto e X/G & Ty allora f ¢ chiusa dunque omeomorfismo, cio accade negli esempi
1 e 2 precedenti. Se invece 7y € chiusa e GG ¢ finito allora f ¢ omeomorfismo. Nell’esempio 3
possiamo essere piul precisi, vediamo che R?/(Z/,,z) ¢ omeomorfo a R?, se trovo p : R? — R?
tale che le fibre di p sono le Z/,z-orbite allora vale :

R? —F  R?

|

R*/(Z/nz)

f € continua e biettiva, se dimostro che p e chiusa o aperta allora f ¢ un omeomorfismo.
Consideriamo p : C — C tale che p(z) = 2", ha per fibre le orbite di Z/,7 & surgettiva ed &
chiusa perché ¢ propria, C = R? dunque abbiamo fatto.

2.7.3 osservazione : In generale D/G 2 X/G.

2.7.6 esempio : Ri-consideriamo I'esempio 2 dove si ha lazione di Z su R?/{0} tale che
n-v=2"weD={z€R*{0}]1<||z]| <2}. Visualizziamo D graficamente

(Figura 42)

sostituiamo la parte di D che sta nel primo quadrante con la parte di piano che sta tra e™* e
2¢~3 come in figura

(Figura 42)
Questo ¢ ancora un dominio fondamentale per I'azione e lo chiamo D', ma D/G non ¢ T,

(da vedere, D/G o D'/G?, gD allarga la figura quindi ci sono punti che hanno intorni che
intersezione non vuota tranne che al pitt per un numero finito di casi quindi non & T3) quindi

79



non puo essere omeomorfo a X/G che e Tb.
2.7.1 esercizio : Mostrare che R?/Z con 'azione n - v = 2"v non & T.

2.7.2 Definizione : Un ricoprimento ¢ di X & localmente finito se per ogni x € X esiste
U intorno di z tale che U N C # () sono per un numero finito di C' € %.

2.7.4 osservazione : Supponiamo che D C X sia un dominio fondamentale su X/G, con-
sideriamo il ricoprimento {gD},e. Nell’esempio precedente si ha che il ricoprimento {gD}gec
non ¢ localmente finito infatti i punti del segmento {(z,0) | x € [1,2]} del dominio D non hanno
intorni che intersecano solo un numero finito di gD.

2.7.4 Teorema : Sia D un dominio fondamentale per X/G e supponiamo che {gD} ¢ sia
localmente finito. Allora X/G = D/G.

Dimostrazione : Abbiamo il diagramma :

D—— X

dl o

D/G — X/G

con f continua e bigettiva, vediamo che f & aperta. Sia A aperto di D/G, f(A) & aperto

se e solo se ¢~ 1(f(A)) & aperto (per la topologia quoziente). A ¢ aperto ed ¢ immagine, tramite

p, di un aperto di D, che per la topologia di sottospazio ¢ della forma D N B con B aperto

in X, dunque A = p(D N B), ma per la topologia quoziente di D/G, A & aperto se e solo se

p~Y(A) = DN B ¢ aperto in X dunque ¢ !(f(A)) = UGg(D N B), pertanto f ¢ aperta se e
ge

solose V.= U g(D N B) ¢ aperto in X. Sia x € V, vediamo che V contiene un intorno di
geG

x. Posso assumere x € D N B, a meno di riportarcelo con una g, ora {gD},cq € localmen-
te finito quindi esiste un intorno U di x che interseca in modo non banale solo un numero
finoto di gD, li chiamo ¢1D,--- ,g,D. Posso assumere che x € ¢;D per ogni ¢« < n infatti
se v ¢ g;D per qualche j allora U/g;D ¢ ancora intorno di = quindi se prendo tutti i ¢g;D
tale che = & g;D e li sottraggo da U, siccome sono in numero finito, U/(U g;D) ¢ ancora un
intorno di x, interseca un numero finito di g; D, che sono quelli restanti e in ognuno di questi

e presente x. Dunque U C Ug;D e x € ¢;D per ogni ¢ < n in particolare questo implica
=1

1=

che g7'z € D dunque p(g7'z) = p(r) = g 'z e DNB =1z € ¢;B. SiaU =UnN ﬁgiB
i=1

eintornodiz e U’ C Vinfattisiay e U' —=y e U C gD —y € g;B—y € g;(DNB) C V.

80



2.7.3 Proposizione :Le tre affermazioni sono equivalenti :
1) G agisce tramite omeomorfismi su X.
2) @ : G — Homeo(X) tale che ®(g) = ®, ¢ un omomorfismo di gruppi.

3) U: G xX — X tale che ¥U((g,z)) = g-x = ®y(x) & continua e G ¢ dotato della to-
pologia discreta.

Dimostrazione :

(1 = 3) Sia U un aperto di X allora U=YU) = {(g,2) | gr € U} = U{g} x g7 (U) che
¢ aperto in G x X perché {g} ¢ aperto in G per la topologia discreta e g~!(U) aperto perché g
omeomorfismo per ipotesi dunque per la topologia prodotto 'immagine e aperto di G x X. Le
altre implicazioni sono lasciate per esercizio.

O

In questo contesto stiamo parlando piu precisamente di azion: continue di gruppi discreti.
Vogliamo vedere delle proprieta di queste azioni e vedere che relazioni ci sono fra di loro.

2.7.3 Definizione : Siano A, B C X, Il trasportatore di A in B ¢ (A|B)g = {g €
G| gAN B # 0},

Sia G un gruppo che agisce per omeomorfismi su uno spazio topologico X come detto dal-
la proposizione 2.7.3. Vediamo cinque proprieta di questa azione :

P)T :GxX — X x X tale che I'((¢9,z)) = (x,gz) & continua e propria (detta anche
azione propria).

Py) Per ogni K C X compatto, (K|K)¢g ¢ finito.

P3) Per ogni z,y € X esiste x € U e y € V intorni tale che (U|V)¢ ¢ finito.

V) er ogni « € X esiste un intorno = € U tale che (U|U)g = ¢ finito (detta azione vagante).
VL) Per ogni z € X esiste un intorno = € U tale che (U|U)g = {e} identita di G (detta

azione libera).
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2.7.4 Definizione : Una azione ¢ libera se per ogni x € GG e per ogni g € G si ha che
gr =T <= g =ce.

2.7.5 osservazione : (P; = V) Sia z € X e consideriamo = = y quindi esistono U’ e V'
intorni di x tali che (U'|V")q ¢ finito, ora x € U'NV’ ¢ intorno e g(U'NV')N(U'NV") Cc U'NV’,
quest’ultimo ¢ non vuoto per un nuemro finito di g quindi (U’ NV/|U'NV")¢ ¢ finito. L'impli-
cazione inversa ¢ falsa.

Ora vediamo le relazioni fra le cinque proprieta scritte prima.
2.7.5 Teorema : Supponiamo che X sia T5. Allora 'azione e libera e vale V <= vale V' L.
Dimostrazione :

(VL = V+ azione libera) Se vale VL allora per ogni z € X esiste x € U intorno tale
che gU N U solo se g = e in particolare vale solo per un numero finito di g € G, mostriamo
ora che 'azione ¢ libera. Si ha che per ogni x € X vale gr = x solo se g = e, allora per ogni
g € G/{e} vale gz # x quindi I’azione ¢ libera.

(V+ azione libera = VL) Sia # € X e sia x € U intorno tale che gU N U #  sola-
mente per finiti ¢ € G, inoltre gr = x solo se ¢ = e. Consideriamo ora g # e e siano
g1, ,gn tali che gUNU # O con z € U intorno = g;x # x per ogni i < n quindi, sic-
come X e Tg, eswtono x € Uj e ggjv € V; intorni tale che U; N V; = (). Consideriamo ora

U=0Un ﬂ Uin ﬂ gl ~1V; che ¢ un intorno di x, mostriamo che gU'NU’ = () per ogni g # e. Se
=1

guUNU = @:gU’ﬂU’CgUﬂU f,seg#eegUNU# O = g=g; per qualche 1 < n
allora gU' NU' = g U' NU' Cc U;NV; = 0.
O

2.7.6 Teorema : Supponiamo che X sia Ty e localmente compatto. Allora P, <=
P, <= P; (Per essere precisi se X ¢ T allora P, <= P, e se X ¢ localmente compatto
allora P, <= D).

Dimostrazione :

(P, = P,) Sia K C X compatto, assumiamo che ¥ sia propria, allora K x K C X x X
¢ compatto e ™K x K) C G x X ¢ compatto. Sia p: G x X — G la proiezione su G,
siccome p ¢ continua si ha che p(I'™'(K x K)) ¢ compatto quindi ha cardinalita finita perche G
ha la topologia discreta. Ora I'''(K x K) = {(g,2) |z € K, gv € K} = p(I" YK x K)) =
{9eGlgKkNK #0} = (K|K)g.
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(P, = P3) Uso che X ¢ localmente compatto, dunque per ogni z,y € X esistonoz € Ky ey €
K, intorni compatti quindi K7 UK5 € compatto e per la proprieta 2 si ha che (K3 UK K1UK>3)g
¢ finito, ma gK, N Ky C g(K; U Ky) N (kU Ky) = (K| K3)¢ ¢ finito.

(P = P;) Uso che X ¢ Ty. Sia L C X x X compatto allora L ¢ chiuso quindi, per con-
tinuita, I'(L) C G x X ¢ chiuso, Voglio far vedere che esiste un compatto K C X e un
insieme finito Gy C G tale che I'"'(L) C Gy x K cosiche, siccome Gy X K ¢ compatto e T~1(L)
¢ un chiuso dentro il compatto Gy x K, si conclude che T'"*(L) ¢ compatto. Consideriamo

1 : X x X — X la proiezione sulla prima coordinata e sia K = p;(L), questo ¢ compatto
di X perche p; ¢ continua. Dato (z,y) € X x X esistono v € U, e y € U, intorni aper-
ti tale che (U,|U,)q € finito, osserviamo che L( L{ U, x U, & ricoprimento aperto, ma L e

z,y)EL

n
compatto quindi posso estrarre un sotto ricoprimento finito L C U U,, x U,,. Poniamo ora

=1

Cs

Gy =
(L)
(x. g7)

(Uy;|Uy; ) che ¢ finito perché unione finita di trasportatori finiti per ipotesi quindi

GO x K infatti sia (g,z) € T"Y(L) = (z,97) € L = z € K e g € G, (perché
= (x,gx) € Uy, x Uy, per qualche i = gU,, NU,, # ) = g € (U,,|Uy,)c C Go).
O

2.7.2 esercizio :
1) Se I'azione ¢ libera e vale V allora vale VL.

2) se vale V allora vale Ps se e solo X/G ¢ Ts.

2.7.7 esempio : Sia G = Z e X = R?/{0}, vediamo che in questo caso V==-Ps, infatti
consideriamo 'azione n - (z,y) = (2"z,2"y), questa soddisfa la proprieta V (vedi per esercizio).
Vediamo che non soddisfa la Ps; siano U,V intorni rispettivamente di (0,1) e (1,0), voglio
vedere che gU NV # () per infiniti ¢ € G. Esiste u ng tale che per ogni n > ng si ha che
21 eUe(1,27") eV, oran-(2741) = (1,27") = (n-U) NV # () per ogni n > ny. Ora
vediamo che X/G non & Ty; se U, V, di prima, sono intorni saturi allora UNV =gU NV # ()
per ogni g € G dunque X/G non & Ts.

2.7.5 Definizione : Una azione del tipo descritto dal teorema 2.7.6 e detta propria.
2.7.4 Proposizione : Sia X di Hausdorff, allora P, <= P>.

Dimostrazione : Abbiamo visto nel teorema 2.7.6 che se X ¢ T5 e localmente compatto
allora P, <= P,, mostriamo adesso che ¢ sufficiente solo che X sia di Hausdorff. Abbia-
mo gia dimostrato che P, = P, quindi dimostriamo P, = P;. Supponiamo che valga
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Py e sia L C X x X compatto, mostriamo che I'"'(L) ¢ compatto cosi si ha che l'azione
¢ propria, dove I' ¢ 'appicazione definita in P;. Consideriamo le proiezioni sulle coordinate
p1,p2 0 X x X — X tale che Pi((a,b)) = a e pa((a,b)) =0b. Sia ora K = p;(L)Ups(L), questo
¢ compatto perché le proiezioni sono continue e siccome L compatto allora p;(L) compatto e K
¢ unione di compatti quindi & compatta. Quindi L € K x K = I''}(L) c T"}K x K),
ma L ¢ compatto in spazio Ty quindi ¢ chiuso poi ' ¢ continua quindi I'"!(L) & chiuso.
Resta da mostrare che I''(K x K) ¢ compatto cosi si ha che I'"}(L) ¢ compatto. Ora
I"'YKxK)={(g,x) |z €K, gre K} ={(g,2) |z € KNg 'K}, poisiapg: GxX — Gla
proiezione allora sia Gy = pg(I"Y (K xK))={g € G| KNg 'K #0} ={g€ G| gKNK # 0}
che per P, & un sotto-insieme finito di G = I'"}(K x K) C Gy x K che ‘e compatto quindi
(K x K) ¢ compatto.

([

2.7.7 Teorema : Supponiamo che X sia T, e che valga la proprieta V. Allora vale la
proprieta P3 se e solo se X/G & Ts.

Dimostrazione : Abbiamo gia visto nel teorema 2.7.3 che se vale Pj allora il quoziente X/G
¢ Ty, quindi vediamo che se X/G & T; allora vale P;. Bisogna vedere che per ogni z,y € X
esistono x € U e y € V intorni tale che gU NV # () solo per finiti ¢ € G, supponiamo che
Gz # Gy (le orbite sono diverse), allora siccome X/G & Ty, esistono U,V C X aperti saturi,
quindi G-stabili, tali che x € U, y € V, UNV = e inoltre gU NV = U NV = () per ogni
g € G. Se invece Gx = Gy (uso che 'azione & vagante) assumo y = hx con h € G allora per
la proposizione 2.7.4, esiste z € U intorno tale che gU N U # ) solo per finiti g € G, considero
allora V = hU > y intorno, si ha che gUNV = gUNKU = h(h~gUNU) e h~'gUNU # () solo
per finiti h~1g € G quindi gU NV solo per finiti g € G.
O

2.7.6 Definizione : Una azione ¢ propriamente discontinua se vale la proprieta V L.

2.7.6 osservazione : La definizione 2.7.6 ¢ contestata nel senso che alcuni intendono per
propriamente discontinuo azioni in cui vale la proprieta P, o la proprieta P3;. Discontinuo fa
riferimento al fatto che la topologia su G e discreta.

2.7.7 osservazione : Sia G — Homeo(X) l'azione di G tramite omeomorfismi su X,
ricordiamo che un dominio fondamentale € un chiuso D C X tale che :

1) D° # () (in generale D = D°).

2) gD°NhD° #0) < g=h, (9,h € G).
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3) Il ricoprimento {gD},ec di X & localmente finito ovvero per ogni x € X esiste v € U
intorno tale che gU N U # () solo per finiti g € G.

2.7.5 Proposizione : Se esiste D dominio fondamentale allora ’azione e propria nel senso
della proprieta P, ovvero per ogni K C X compatto si ha g K N K solo per finiti g € G.

Dimostrazione : Per ogni # € X, siccome ¢ localmente finito (da vedere), esiste z € U,

aperto tale che U,NgD # ) solo per finiti g € G. Sia K compatto allora K C |J U, = esistono
zeK

Ty, , 2y, taleche K C U, U---UU,, C g1DU---gyD dove KNgD # 0 <= g € {g1, -+ ,9n},
vediamo che g K N K solo per finiti g € G. Siax € K e g € G tale che gr € K = gz € ¢;D
per qualche i < N = x € ¢ '¢;D dunque g '¢;DNK # ) = g '¢;D = g;D per qualche
J<N= g 'gD°=g,D°= g lg =9, = g= gigj_l, dunque siccome i g; sono finiti ho
finiti modi di avere g € G.

O

2.7.8 esempio : (importante azione propria) Sia G = SL(2,7Z) che agisce su X = H =

{z € C | Imm(z) > o} in questo modo : M -z = (‘;Z) -z = 22 vediamo che % € H. Os-
: b I : © azth +b)(cz—d +b)(cz—d
serviamo che I'mm(&F;) = \ch(z? > 0 infatti 225 = (az‘czlfccqi ) — [mm(%) =
(ad — be) ﬁz:”é‘? = det(M )ﬁgf{gﬁ) = ﬁ;‘fcﬁ? > 0. Infine osserviamo che cz +d = 0 <
{nyriﬁo < (¢,d) = (0,0) dove z = = + iy, vediamo che I'azione & propria, basta vedere

che ha la proprieta P, ovvero che per ogni compatto K C H si ha che g K N K solo per finiti
g € SL(2Z). Sia K C H compatto allora K C C = ¢ chiuso e limitato quindi esiste € > 0
tale che Imm(z) > € per ogni 2 € K. Fissiamo z € H, considero ¢ : R*> — R tale che
q((¢c,d)) = |cz + d|?, q definisce una forma quadratica (definita positiva) ovvero il grafico di q &
un paraboloide, come in figura

(Figura 44)

Dunque se ¢((¢,d))N, = M = (¢,d) ¢ fuori da un disco By(R(z)) quindi per ogni z € H

fissato esiste R(z) tale che I‘:;TC(ITQ) > e = ||, |d| < R(2), infatti osserviamo che R : H — R,

¢ una funzione continua. Sia Rx = Mc}t(xR(z), sia z € K esia g € SL(2Z) tale che gz € K =
z€E

Imm(gz) = TZTXQ) > ¢ perché gz € K = |c|, |d| < R(z) (ricordiamo che g = (‘g 3)) dunque
la seconda riga di ¢ ammette un numero finito di possibilita, vediamo che anche la prima riga

ammette un numero finito di possibilita. Sia g;, g2 € SL(2,7Z) con la stessa seconda riga tali
: -1 az by \ (a1 by ) az by \( d —b 1n
che g; K N K # (), e definiamo gy = ¢29; :><62d?)(cldl) :<c25>( 1):g01>d0ve

—c aq
il penultimo uguale ¢ dovuto al fatto che ogni termine e diviso dal determinante della matrice
cheelen = —asb; +bya;. ora ((1) ’}) -z = z+n quindi gp, in termini di azione & una traslazione.

Ora o KNK = gogn KNK = (g1 K +n)N K = n ammette un numero finito di possibilita (da
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vedere) quindi dato g; ho solo finite possibilita di ¢ => 1’azione & propria e inoltre H/SL(2,Z)
¢ Ty (da vedere I’ho messo io). Mi chiedo ora chi sia il quoziente al livello visivo. Possiamo
determinare un dominio fondamentale per 1’azione e usare il fatto che in questo caso vale che
X/G = D/G. Consideriamo D = {z e H | — 3 < Re(z) < 3, |2|} come in figura

(Figura 45)

Consideriamo ora 'azione Phi : SL(2,Z) — Homeo(H), L’'immagine di ® ¢ generata da
queste due applicazioni v;(2) = z + 1 e 15(z) = —* rappresentate rispettivamente dalle matrici

Tz
((1) }) e (_01 (1)) e agiscono su D come in figura :

(Figura 46)

~ trasla D e 7, lo rimpicciolisce. Ora H & omeomorfo al disco unitario tramite ¢(z) = jﬁ,
vediamo quindi il quoziente. 7, identifica i lati verdicali di D e 5 I'arco di circonferenza, quello
che esce ¢ un cono (da vedere fai disegno se vuoi Figura 47) che ¢ omeomorfo a C dunque

H/SL(2,7) = D/SL(2,7) = C.

2.7.3 esercizio : Verificare che SL(2Z) x H — H definisce un omomorfismo di gruppi
SL(2,Z) — Homeo(H).

2.7.4 esercizio : Sia f : X — Y propria e continua con Y di Hausdorff e localmente
compatto, e sia Z C X chiuso e discreto. Allora f(Z) ¢ chiuso e discreto.

soluzione : Se f e propria con Y di Hausdorff e localmente compatto allora f ¢ chiusa quindi
f(Z) e chiuso, vediamo che f(Z) e discreto ovvero per ogni zg € Z esiste U C Y intorno di
f(z0) tale che f(Z)NU = {f(20)}. Sia zp € Z esia f(zp) € U intorno compatto (Y ¢ localmente
compatto) allora f~'(U) & compatto perch’e f & propria, allora f~' N Z & chiuso, compatto e
discreto quindi ¢ finito. Ora f(f~1(U)NZ) = U N f(Z) ¢ finito perché immagine di un insieme
finito quindi considero Uy = U/(f(Z)/f(20) € ancora intorno di f(zy) (in quanto ho levato solo
un numero finito di punti )e Uy N f(Z) = {f(20)}-

2.7.9 esempio : Se prendo QQ con la topologia discreta e lo mando tramite f in R con la to-
pologia euclidea si ha che f € continua ma f(Q) non e chiuso e discreto in quanto f non e propria
infatti se prendiamo il compatto [a, b] di R allora f~*([a, b]) = [a, b]NQ che non ¢ compatto in Q.

2.7.1 corollario : Sia G — Homeo(X) un’azione propria con X di Hausdorff e localmen-
te compatto. Allora per ogni x € X si ha che 'orbita Gx C X & chiusa e discreta.

Dimostrazione : Intanto il gruppo G ha la topologia discreta, e consideriamo ¢ : G X
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X — X x X tale che ¢((g,7)) = (x, gr), questa mappa & continua e propria e X x X &
di Hausdorff e localmente compatto. Ora sia x € X e consideriamo G x {z} che ¢ chiu-
so e discreto in G x X =, per l'esercizio precedente, ¢(G x {x}x) & chiuso e discreto, ma
O(G x {z}) ={z} x Gz C X x X = Gz C X chiuso e discreto (con la proiezione).

O

2.7.6 Proposizione : (Generalizza il corollario) Sia G — Homeo(X) una azione vagante
con X di Hausdorff. Allora per ogni # € X si ha che Gz ¢ chiuso e discreto in X.

Dimostrazione : Per definizione ogni punto ha un intorno U tale che U N gU # () solo per
finiti g € . Sia U l'intorno della definizione e vediamo che U NGz ¢ finito per ogni z € X. Sup-
poniamo che UNGx # 0 e che x € U, supponiamo inoltre che gz € U = x € ¢~ 'UNU = g ha
finite possibilita (da vedere). Vediamo che Gz ¢ discreto; abbiamo = € U e siano gy, -+ , ¢, € G
tutti gli elementi per cui g;x € U/{x} e siano U; 3 = e V; 5 g;x intorni disgiunti. Consideriamo

oraU' =UnN ﬂUﬂﬂgleaxmtomo segrelU /{z} —=g=9;=— gx € Uy mazx €U
=1

assurdo perché U; N V =0 e gz € V;, quindi U' N Gr = {z} e percid Gz ¢ discreto. Vediamo
che Gz é chiuso o anche che X/Gx ¢ aperto; sia y € X/Gx e sia U € y intorno con le stesse
proprieta della definizione sopra-enunciata allora U N Gz ¢ finito dunque X/Gx D U/Gz > y &
ancora intorno quindi X/Gx ¢ aperto.

O

2.7.7 osservazione : [’azione dell’esempio 2.7.4 punto 2 ¢ propriamente discontinua ma
non € propria.

2.7.10 esempio : (Esempio della teoria delle equazioni differenziali) Consideriamo il siste-
ma di equazioni differenziali in R?

{ o' (t)=cos® (x(t))
y' (t)=sin(z(t))

che esprime la legge del moto di un punto sul piano R? e la mia incognita ¢ una funzio-

ne (xy((tt)) : U C R? — R?. Osserviamo che 2,(t) = 5 + nw con n € Z & una soluzione
particolare dell’equazione z'(t) = cos?(z(t)), se la sostituiamo nella seconda si ottiene che

y'(t) = sin(z,(t)) = sin(5 +nm) = (=1)" = y(t) = (—1)"t +c con c costante, osserviamo che
abbiamo ottenuto (y(t):%(t?;rn e
fissa lungo 'asse delle ascisse e cresce o decresce, a seconda di n, lungo le ordinate come in figura

) come soluzione particolare del sistema, e 'orbita di queste e

(Figura 43)
e queste sono le soluzione con dato iniziale (7 + nm,y) al variare di yo ed n (Il grafico
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rappresenta le soluzioni in termini (z(t),y(t)). Proviamo a trovare altre soluzioni, quindi
se abbiamo come punto iniziale (x¢,y0) # (5 + nm, 1), osserviamo che possiamo scrivere
la soluzione y(t) = y(x(t)) ovvero considerando xz(t) variabile e y(z(t)) I'incognita del siste-
ma e inoltre osserviamo che y(t) = sec(x(t)) + ¢ risolve I'equazione y'(t) = sin(z(t)) infat-

10 = (b = ) g o i 1) = (s 5 1.
%) = sin(z(t)) quindi al variare di z(¢) si ha la soluzione del sistema (x(t),y(t) =

(x(t)y(z(t)) = (x(t), sec(x(t)) + ¢), osserviamo in figura come si sviluppano le soluzioni
(Figura 44)

Per continuita del flusso le frecce sono concordi a quelle delle soluzioni particolari. Ora vo-
glio esprimere x(t) consideriamo allora z(t) = arctg(t + ¢) + nmw e osserviamo che 2'(t) =
cos*(z(t)) = 2/(t) = (arctg(t +c) + nw) = (m) e anche 2/(t) = cos®(arctg(t +c) +nm) =
cos®(arctg(t + c)), voglio semplificare I'espressione cos?(arctg(t + c)), consideriamo la figura

(Figura 45)

Dalla figura consideriamo i due triangoli, sono simili, quindi per proporzionalita si ha che ﬂl(e) =

ﬁ e siccome 0 = arctg(t) = cos*(arctg(t + c)) = (cos(arctg(t + ¢)))* = (ﬁ) = 2/(t)
quindi ho espresso la z(t). Definiamo una azione R x R? — R? tale che (¢, (z,t)) — t - (z,y)
che sarebbe la posizione all’stante ¢ della pallina posta inizialmente in (z,y) al tempo t = 0.
Questa ¢ effettivamente una azione infatti s- (t- (z,y)) = (s+1t) - (z,y), inoltre 'azione ¢ conti-
nua. Ora restringiamo 'azione a Z quindi si ha Z x R? —s R2, voglio vedere che questa azione
e libera e vagante ma non propria. L’azione cosi definita agisce solo su le soluzioni ai punti
iniziali (3 4 n7, 1) e quindi su le curve della Figura 43, da cio si deduce subito che ’azione ¢
libera infatti al variare di ¢ la funzione cresce o decresce e quindi si ha che t- (z,y) = (z,y) solo
se t = e. Vediamo che ¢ vagante; dobbiamo trovare un intorno U > (x,y) che non interseca
nessun traslato n-U con n # 0. Fissiamo (z,y) su una curva (che sara della forma (5 +nom,y))
e tracciamo una curva Ty che passa per (x,y) ed € ortogonale alle soluzioni (curve integrali)
comprese le due soluzioni C e Cy come in figura

(Figura 46)

ora agisco sulla curva Tj, considero 'azione (rispetto a quella iniziale) % -1y e —% - Ty, le

azioni precedenti rappresentano rispettivamente le curve T% e Tfé che sono i punti della curva
Ty all’istante t; = % e all’istante ¢4 = —é (e sono sempre ortogonali alle soluzioni tra C; e Cs),
in altri termini I'azione ha traslato T lungo il flusso quindi Ty € stato traslato in alto da ¢; € i

basso da ty come rappresentato in figura
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(Figura 47)

e considero U la parte di piano compresa da Cy, Cy, T, T 1, ora se consideriamo 1’azio-
3 3

ne ristretta (che stiamo studiando) questa agisce per t € Z quindi n-UNU ¢ vuoto e dunque il
trasportatore (U|U)z é finito e quindi I’azione ¢ vagante, osserviamo in figura come agisce Z su U

(Figura 48)

Infine concludiamo dimostrando che I’azione non e propria. Se ’azione fosse propria allora
sono equivalenti le proprieta P, P, Pj, vediamo che in questo caso non valgono in particolare
vediamo che non vale P; e quindi che esiste una coppia di punti per cui ogni coppia di intorni
U,V il trasportatore (U[V)z ¢ infinito. Consideriamo i punti (—3,0) e (5,0) e con intorni
rispettivamente U ¢ V' come in figura

(Figura 49)

Sia (=5 +a,0) € U e (5 —a,0) € V esia I, il tempo che ci vuole per andare da (—75 +a,0) a
(5 —a,0), osserviamo che man mano che n cresce n-U si muove lungo le curve seguendo il flusso
e al tempo I, si ha che I,U interseca V. Ora man mano che che a tende a 0 si ha che I, tende
ad infinito infatti sappiamo che z(t) = arctg(t + c) = t(z) = tg(x) — c = I, = 2tg(§ — a),
dunque per infiniti n € Z si ha n- U NV # (), quindi non & propria.

2.7.11 esempio : Consideriamo I'esempio precedente e consideriamo l'insieme S = [—7, 7] x
R C R?, se considero la relazione di equivalenza ~ tale che (—%,y) ~ (

5-,) ottengo un na-

stro di M'oebius infinito. Ora considero I'azione R x S — S e la passo al quoziente, ovvero

considero I'azione R x S/ ~— S/ ~. Questa ¢ ben definita infatti ¢ - (=3,y) = (=5,y — 1) e
s

t-(5,—y) = (5,t—y) = t-(=5,y) ~ t-(3,—y), e azione ¢ ancora continua, basta considerare

il diagramma

SN

[

. Ora restringiamo a Z ’azione passata al quoziente, allora le orbite sono ancora chiuse e discrete
quindi ’azione ¢ ancora libera ma non e vagante infatti, similmente al ragionamento dell’esem-
pio precedente riguardo il fatto che I’azione fosse propria, si ha che per ogni U 3 [—7,0] = [7, 0]
intorno, esistono infiniti n € Z si ha n-UNU # (), Dunque azione ¢ libera e ha orbite chiuse e
discrete ma non e propriamente discontinua. (da vedere dice che & prop. disc. se ¢ libera nella

89



def.)

2.8 Spazi N1 e N2

Vogliamo definire la spazio topologico in funzione di un altro concetto, il concetto di suc-
cessione, dietro questo concetto c¢’e un’altro concetto senza il quale non si potrebbe parlare di
successioni, ovvero la numerabilita. Abbiamo definito precedentemente il punto aderente come
un punto tale che ogni suo intorno ha intersezione non vuota con lo spazio, nella scia di questo
abbiamo definito il punto di accumulazione come un punto tale che ogni suo intorno ha interse-
zione non vuota e diversa dal punto stesso con lo spazio e il punto limite come quel punto tale
che esiste una successione ed un intorno dove definitivamente la successione e contenuta. Potrei
definire punto di accumulazione come quel punto tale che per ogni intorno del punto ed ogni
N € N esiste n > N tale che esiste una successione tutta contenuta nell’intorno definitivamente
dopo n, quindi dietro il punto di accumulazione ci stanno le successioni una tale successione per
poter convivere negli intorni di un punto e importante che il sistema fondamentale di intorni
di quel punto sia numerabile. Premettiamo una definizione :

2.8.1 Definizione : Una invasione in compatti di uno spazio X € un insieme numerabile
di compatti che ricopre X.(da vedere)

Assiomi di numerabilita.

2.8.2 Definizione : Sia X uno spazio topologico. Si dice V7 se ogni x € X ha un sistema
fondamentale di intorni numerabile.

2.8.3 Definizione : Sia X uno spazio topologico. Si dice N, se ha una base numerabile.

2.8.1 osservazione : N, = Ny, infatti se ha una base numerabile, I'insieme degli elementi
della base che interseca un punto e un sistema fondamentale di intorni per quel punto che e per
forza numerabile dato che ¢ un sottoinsieme di un insieme numerabile.

2.8.1 esempio : Abbiamo visto che I'identificazione ad un punto di Z, R/Z dell’esempio
1.5.3, non ha un sistema fondamentale di intorni numerabile nel punto w = n(Z), quindi non
ammette una successione che converge a quel punto.

2.8.2 esempio : R non ha un sistema fondamentale di intorni numerabile in R? infatti
supponiamo per assurdo che abbia un sistema fondamentale di intorni numerabile e consideria-
mo un invasione in compatti di R, di conseguenza ogni compatto ha un sistema fondamentale
di intorni numerabile, ogni compatto quindi ha una lista numerabile di intorni e con il proces-
so diagonale di Cantor(da vedere) trovo un intorno di R che non contiene nessun intorno del
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sistema fondamentale assurdo.
2.8.1 Proposizione : R" ¢ N,.

Dimostrazione : Voglio dire che I'insieme numerabile delle palle B(q, 2%), dove ¢ € un vet-
tore di razionali, & una base numerabile. Consideriamo un aperto U, siccome e aperto, per
ogni x € U esiste una palla di centro in x e raggio 2%, con n opportuno, contenuta in U.
Consideriamo ora un razionale ¢ all’interno di B(z, 2%), so che d(x,q) < 2%, considero ora la
palla B(g,r — d(x,q)) questa ¢ tutta contenuta in B(z, 2%) ed ogni suo punto y ¢ tale che
d(y,q) < d(y,z) + d(z,q) < 5 + 3= = 5= quindi la palla B(g,5-) ¢ tutta contenuta in
B(z, 37) e questo vale per ogni ¢ quindi B(z, 5) ¢ unione di elementi della base e U ¢ ricoperto

da B(x, ;) che unione di B(q, 3v) quindi ¢ una base. (da vedere)

O

2.8.4 Definizione : Sia X spazio topologico. Si dice separabile se e solo se contiene un
insieme numerabile e denso.

2.8.2 esempio : R" ¢ separabile.

2.8.2 osservazione : Se X ¢ N, allora ¢ separabile, infatti ha una base numerabile, co-
struisco un insieme prendendo un punto da ogni elemento della base, questo insieme e per
costruzione numerabile inoltre ¢ denso perché per costruzione interseca ogni aperto.

2.8.3 osservazione : Se X e spazio metrico e separabile allora ¢ N, infatti per ogni aperto
U e ogni x € U esiste un punto 2’ € A, A denso e numerabile, arbitrariamente vicino ad z,
quindi esiste una palla con centro x’ e raggio € che contiene x, ma '’ € AN U, A numerabile
quindi U ¢ unione numerabile di palle con centro negli 2’ e raggio €. (da vedere)

2.8.1 Teorema : (Haine-Cantor-Borel) Un insieme numerabile contenuto in un compatto
ha un punto di accumulazione.

Dimostrazione : Considero una successione a,, e considero gli insieme C,,{a, | n > m},
quesi sono chiusi, siccome sono contenuti in un compatto sono a loro volta compatti, allora
NC,, # 0 ed & un punto di accumulazione. Che sia di accumulazione ¢ ovvio, supponiamo
allora che l'intersezione sia vuota, allora gli insiemi X/C,, sono aperti e sono un ricoprimento
aperto del compatto, quindi esiste un sotto ricoprimento finito quindi X = J X/C; = X/ NC;
per un numero finito di ¢ ovvero l'intersezione finita dei C; ¢ vuota ma e assurdo, vorrebbe dire
che a,, non esiste per n > max(7).

O
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2.8.4 osservazione : Ogni successione ha un punto di accumulazione.

2.8.5 Definizione : Una sotto — successione € la composizione di una successione per una
funzione crescente.

2.8.5 osservazione : Sia a, una successione e a,  una sua sotto-successione, allora un
punto limite per a,,, ¢ di accumulazione per a,,.

2.8.6 osservazione : Sia a, una successione in un compatto. Allora esiste una sotto-
successione che converge al punto di accumulazione di a,, infatti considero un sistema fondamen-
tale di intorni numerabile Uy, Us, dotsm e considero la successione Uy, UyNU,, UyNU,NU3, - - -
allora i punto della successione che stanno in questo nuovo sistema di intorni sono una sua
sotto-successione e convergono al punto di accumulazione.

2.8.6 Definizione : (da vedere) definire successione di Cauchy.

2.8.2 Proposizione : Un insieme ¢ compatto se e solo se ogni successione ha una sotto-
successione convergente.

Dimostrazione : (da vedere) Se trovo una successione che non ha una sotto successione che
converge per ogni unione finita di aperti del compatto allora la successione non converge mai
quindi diverge e non posso ricoprire una successione divergente contenuta in un compatto con
un insieme finito di aperti, assurdo.

O

2.8.7 osservazione : Si puo definire una topologia con le successioni (come? da vedere).

2.8.7 Definizione : Se ogni successione di Cauchy di X converge si dice che X & completo.

2.8.8 osservazione : R”, C" sono completi.

2.8.3 Proposizione : Una successione di Cauchy in un compatto & convergente(da vedere).

Dimostrazione : considero una successione di Cauchy, ha un punto di accumulazione e
quindi ha una sotto-successione convergente in quel punto ma definitivamente la successione si
comporta come la sua sotto-successione( da vedere) quindi converge al punto di accumulazione.

(quindi un compatto ¢ completo?).
O

2.8.2 Teorema : L’intersezione di aperti densi di uno spazio X ¢ non vuota se e solo se X
& completo.
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Dimostrazione :(da vedere)
O

2.8.1 Corollario : (da vedere) Supponiamo che X sia unione di compatti, e considero delle
funzioni che hanno delle proprieta su questi compatti, questi insiemi di funzioni sono aperti e
se X e completo l'intersezione di questi insiemi ¢ un insieme non vuoto dove una funzione ha
la prorpieta delle funzioni precedenti ma estesa a tutto X.

2.8.9 osservazione :(da vedere) Se considero l'insieme delle funzioni esclusivamente Cj in
un compatto, I'intersezione mi da delle funzioni esclusivamente Cj su tutto X.

2.8.8 Definizione : X si dice localmente compatto se ogni x ammette un intorno compatto.

2.8.10 osservazione : (da vedere) Sia X localmente compatto e Ny allora ogni aperto ha
chiusura compatta infatti considero un ricoprimento di questo aperto , localmente ¢ compatto
quindi esiste un sotto ricoprimento finito (e considero la sua chiusura), siccome X ¢ Ny ho
ricoperto ha un insieme numerabile di intorni quindi la chiusura del’aperto ¢ unione di aperti
localmente compatti quindi & unione finita...(da vedere)

2.8.4 Proposizione : Sia p € C[z] dove p: C — C & un funzione polinomio non cotante.
Allora p(z) e propria.

Dimostrazione : Sia K C C compatto, dobbiamo vedere che la sua preimmagine ¢ compat-
ta ovvero chiusa e limitata. Innanzi tutto p~'(K) ¢ chiuso per continuita di p, ora supponiamo
che 771(K') non sia limitato allora esiste una successione {z,} C p~!(K) tale che per n — +o00
si ha [z,| — +00. Scrivo p(z) = 2™ (ap + =+ + -+ + 5%) dove m = deg(p) > 0, ma allora
p(z0)| < [2™[(Jam| + % +t ”g,?@") e per n — 400 si ha che |p(z,)] — 400 contrad-
dicendo che K sia compatto dato che p(z) C K, quindi p ¢ propria. (da vedere forse dovrei
trovare I'uguale o il maggiore uguale invece del minore uguale)

O

2.8.5 Proposizione : Sia p € C[z1,- -+, zy] non costante tale che p : C¥ — C ¢ una
funzione polinomio. Allora p e propria se e solo se N = 1.

Dimostrazione : Un verso 'abbiamo gia visto, dobbiamo solo verificare che se p & propria
allora N = 1. Supponiamo allora N > 1, studiamo innanzi tutto il caso di N = 2 quindi
p(21,22) € Clz1, 22, Voglio dire che p~'(0) ¢ illimitato e quindi p non & propria. Fissiamo in
A € C qualsiasi eccetto un numero finito che vedremo dopo, se dimostro che p(z;, A) = 0 ammet-
te soluzione allora ho finito infatti se ammette soluzione esiste p € C tale che p(u, A) =0 e in
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particolare (i, A) € p~1(0) ma la norma |(u, A)| > || e siccome A lo scelto arbitrario, eccetto un
numero finito di casi, lo posso avere arbitrariamente grande e quindi rendermi illimitato p~1(0).
Supponiamo ora che p(21, 20) = X ;21 2] allora p(z1, A) = S a Nzt = Y(TagN)2t = Yagi(A) 2
i g i

dove p(z1,A) & un polinomio in una variabile z; a coefficienti in C e i ¢;(22) sono polinomi in
una variabile 25 a coefficienti in C. Sappiamo che per il teorema fondamentale dell’algebra che
un polinomio non costante a coefficienti in C ammette sempre una radice, ora p(z;, A) non ha
radici se e solo se € costante e non identicamente nullo, d’altra parte p(z1, \) € costante se e solo
se ¢;(A) = 0 ovvero se e solo se A ¢ radice di ogni ¢;, siccome p(z;,A) € un polinomio i ¢; sono
un numero finito di polinomi quindi le radici comuni sono in numero finito, in conclusione se
io scelgo arbitrariamente A € C escludendo le radici comuni dei ¢; allora p(z;, A) ha soluzione
in particolare la sua norma diverge perché X lo posso scegliere arbitrariamente grande dato che
ho escluso solo un numero finito di complessi, e quindi p non ¢ propria dato che 0 ¢ compatto e
p~1(0) no. Supponiamo ora N > 2, voglio vedere che p~(2) non ¢ compatto, e siccome il punto
2 lo & avrei la tesi. considero (ay, -+ ,ax) € CN esiapy = p((ay,--- ,an)) € Imm(p), considero
allora il polinomio q(z1, z2) = p((z1, 22, a3, -+ ,an)) — po € C[z1, 22, ora p & costante se e solo
se ¢ € identicamente nullo ma per quanto detto prima nel caso N = 2 eccetto un numero finito
di casi posso trovare p, A € C tale che q(u, A\) = 0 e tali che 1 norma di p~!(u, A, as, - -, ay) sia
illimitata rendendolo cosi non compatto e dato che py € compatto p non e propria e si ha la tesi.

O

2.8.3 esempio : Sia p(z;,- -+ ,2y) = 2z allora p~1(0) = CN~!, 0 & compatto ma CV~! no
quindi p non & propria.

2.8.4 esempio : Il caso reale della proposizione precedente ¢ ben piu complesso, conside-
riamo p € R[xzy, 7o tale che p(z1,72) = 2. Sia ha che p~'(0) = R ch non ¢ compatto quindi p
non ¢ propria. Similmente si ha p(z1,zs) = 2% + 23 quindi p~!(b) sono circonferenze di raggio
Vb e p~([a,b]) & una corona circolare di raggio a,b che & compatta quindi p & propria.

(definizione da vedere : Un spazio & completo se e solo se ogni successione di Cauchy
converge, il completamento di uno spazio ¢ lo spazio piu tutti i punti limite di ogni successione

di Cauchy)

2.9 Esercizi

2.9.1 esercizio : Sia f : X — Y chiusa e surgettiva con fibre compatte e X sia a base
numerabile. Allora Y ¢ a base numerabile.

soluzione : f € chiusa quindi posso associare ad ogni aperto di X un apertodi Y infattise A C X

aperto allora A’ =Y/ f(X/A) ={y € Y | f~!(y) C A} ¢ aperto di Y. Sia % una base numerabi-
le di X e definiamo o7 come la famiglia delle unioni finite di elementi di £ quindi <7 € una fami-
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glia di aperti di X ed & una base numerabile perché le unioni sono finite. Sia ' = {A’ | A € &'}

con A" =Y/f(X/A) definito come sopra, questa ¢ una famiglia numerabile di aperti di Y per-

ché & & numerabile, vediamo che ¢ base. Siay € U C Y, allora f~'(y) c f7(U)= U B
BeBr

con By C A, ora f~!(y) ¢ compatta e f7(y) C U B = f(y) C [LJBZ- con B; € By.
BeBy =1

Sia A = CJB,» C f~YU) siccome A & unione finita di elementi di B C & = A € & e
=1

=
fYy) ¢ A=y € A C U quindi ho trovato un aperto che contiene y ¢ sta in U quindi
U= , UZ A’ e quindi ogni aperto & unione di elementi di %’ quindi %’ ¢ base.
‘Eap

2.9.1 esempio : Consideriamo ’esercizio precedente e togliamo 'ipotesi che le fibre sono
compatte. Consideriamo la contrazione di Z ad un punto e sia p : R — R/Z la proiezione al
quoziente. p & surgettiva, se C' C R chiuso = p(C) & chiuso se e solo se p~!(p(C)) & chiuso
(per la topologia quoziente), ma p~!(p(C)) = C' N Z chiuso e saturo dunque p ¢ chiusa. p non
ha fibre compatte e R ¢ a base numerabile ma R/Z no (lo abbiamo visto nell’esempio 1.5.3),
non ¢ neanche N; (da vedere neanche Ny) quindi abbiamo trovato una applicazione chiusa e
surgettiva tra uno spazio a base numerabile ed uno non N; quindi dimostra la necessarieta
dell’ipotesi delle fibre compatte dell’esercizio precedente.

2.9.1 Definizione : X si dice T3 se dati C' C X chiuso e y € X/C, esistono U,V aperti
disgiunti di X tale che C C U e y € V. X si chiama regolare se ¢ di Hausdorff e T3.

2.9.2 esercizio : Sia K C X chiuso e compatto, e lo contraggo ad un punto. Allora
1) X e di Hausdorff = X/K ¢ di Hausdorft.
2) X ¢ localmente compatto = X/K ¢ localmente compatto.
3) X ¢ a base numerabile = X/K ¢ a base numerabile.
soluzione :

1) Per ogni coppia di punti z,y € X/K dobbiamo trovare due aperti disgiunti z € U e y € V.
Chiamiamo zx = p(K), dove p ¢ la proiezione al quoziente, se © # zx e y # x allora &
ovvio infatti, siano p(z') = = e p(y’) = y allora siano 2’ € U’ e y' € V' intorni disgiunti allora
r € pU/K)ey e p(V'/K) sono intorni disgiunti. Allora assumiamo che x = x, allora mi
basta trovare in X due aperti disgiunti U, V' tale che K C U ey’ € V con p(y') = y. Ora per
ogni x € K siano z € U, e y € V, intorni aperti con U, NV, = 0 (li trovo perche X ¢ di
Hausdorff), si ha che K ¢ U U,, K & compatto quindi KGIUJ; =Uey € ‘F]IVJ; =V, UeV

reK
trovati adesso sono quelli che cercavamo.
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2) Supponiamo che X sia localmente compatto, vediamo che K ammette un intorno compatto
in X cioe vale a dire che esiste H C X compatto con K C H® allora ho che z;, € p(H°) C p(H)
e p(H) & un intorno compatto di xj (per gli altri punti diversi da xj & ovvio). Sia z € X e

sia x € U, intorno aperto tale che U, ¢ compatto allora K C U U,, K ¢ compatto quindi
rzeK

n n _— n
K c UU,, sia allora H = J U,, e compattoe K ¢ U, C H°.
i=1 =1 =1

)

)

3) Segue dall’esercizio precedente. Osserviamo che p : X — X/K tale che p(xg) = P(K) ¢
una applicazione chiusa.

2.9.1 osservazione : Se X ¢ regolare allora X/C & T, per ogni C' C C chiuso.

2.9.2 esempio : R" ¢ regolare infatti sia C' un chiuso e siay € R"/C, R"/C ¢ aperto quindi
R"/C D> B,.(y) D By (y) (contiene un compatto) allora siano U = R"/B,.(y) e V = B,(y) sono
disgiunti e C C U e y € V' (La stessa dimostrazione la si applica in generale nel caso di X di
Hausdorff e localmente compatto dunque uno spazio X di Hausdorff e localmente compatto e

regolare).

2.9.3 esempio : Troviamo uno spazio T ma non T3. Consideriamo K = {% | n € N}
e sia Rg = R con la topologia i cui aperti sono gli aperti della topologia euclidea (a,b) e gli
aperti (a,b)/K. Con questa topologia R ¢ di Hausdorff perché ha gli aperti della topologia eu-
clidea che quindi mi separano i punti, ma non e 73 perché il chiuso K non lo posso separare da 0.

2.9.4 esempio : Vediamo che R?/R non & localmente compatto (Considero R? = {(x,y)}
e R = {y = 0}). Sia p: R? — R?/R la proiezione al quoziente e g = p(R). Sia per
assurdo g € U un intorno compatto, allora R € C C p~*(U) con C chiuso e quindi p(C)
¢ chiuso e siccome R?/R ¢ di Hausdorff p(C) C U ¢ compatto. Ora per ogni n € N esiste
én > 0 tale che {n} x [0,¢,] C p~*(U), considero allora il chiuso saturo(da vedere la scelta di
C)C= UN{n} x [0, €,] come in figura
ne

(Figura 50)

quindi p(C') ¢ compatto. Ora consideriamo V,, come l'aperto sotto il grafico della curva che
interpola i punti medi di ogni €; con i > n e passa sopra gli €; con j < 0 come il figura

(Figura 51)
V. & aperto saturo e {V},} ricopre C' ma non ammette sotto-ricoprimento finito quindi p(V},)

aperto {p(V,)} ricopre p(C) ma non ammette sotto-ricoprimento finito dunque p(C) non &
compatto assurdo.
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2.9.3 esercizio : Vedere se R/Z ¢ localmente compatto.

2.9.5 esempio : R?/R Non ¢ primo numerabile (N7). Per assurdo sia {U,} un sistema
fondamentale di intorni di xr numerabile, costruiamo un aperto saturo in R? che non con-
tiene alcun p~'(U,). Abbiamo che R C p~!(U,) quindi contiene i punti (n,¢,) con ¢, > 0 e
n € N, consideriamo allora V' come I'aperto sotto la curva che interpola gli (n, €,) come in figura

(Figura 52)
V' ¢ aperto saturo (da vedere come prima) ma P(U) 2 U, per ogni n € N.

2.9.4 esercizio : Sia X compattamente generato e sia p : X — Y identificazione. Allora
Y & compattamente generato.

soluzione : Ricordiamo che X e compattamente generato se per ogni A C X, A & aperto
se e solo se AN K aperto in K per ogni K compatto (L’implicazione <= & quella non banale e
che dimostreremo). Sia A C Y tale che AN K aperto in K per ogni K C Y compatto, in par-
ticolare ANp(H) ¢ aperto in p(H) per ogni H C X compatto. Consideriamo py : H — p(H)
la restrizione della proiezione, ¢ continua quindi p~*(ANp(H)) ¢ aperto in H per ogni H C X
compatto, ma p~H(ANp(H)) =p Y(H) N H = p~}(H) aperto in X dunque A C Y aperto.

2.9.5 esercizio : Sia X spazio Ny = X e compattamente generato.

soluzione : Sia C' C X tale che C N K & chiuso in K per ogni K C X compatto, voglio
mostrare che C' ¢ chiuso. Sia z € C quindi esiste una successione {x,},en C C tale che z,
tende a z, considero allora K = {z,}neny U &, & compatto quindi siccome C' N K chiuso e per
ognin € Nsihaz, € CNK allorar € CNK = 2 € C = C = C (abbiamo usato la
caratterizzazione dei chiusi tramite successione ovvero C' & chiuso in uno spazio N7 se e solo se
per ogni successione {x, t,en C C tale che z, tende a z € X allora z € ().

2.9.2 osservazione : Abbiamo anche una caratterizzazione degli aperti tramite successione
ovvero se X e Nj allora U C X & aperto se e solo se per ogni successione {x, },en C X tale che
x, tende a x con x € U allora x,, € U per ogni n > ny.

2.9.5 esercizio : Sia f : X — Y con X spazio N;. Allora f ¢ continua se e solo se manda
successioni convergenti in successioni convergenti.

2.9.6 esercizio : Sia U convesso e limitato in R? allora R?\U & connesso per archi.
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soluzione : Siano x,y € R*\U e consideriamo il segmento che li unisce, se il segmento non
interseca U allora z,y sono collegati da un arco, se invece lo interseca allora consideriamo
una circonferenza che circoscrive U, ed esiste perché U ¢ limitato, allora se x,y sono entrambi
esterni alla circonferenza considero I’arco come il pezzo di segmento che parte da = ed arriva
all’intersezione della circonferenza, prosegue sulla circonferenza fino alla seconda intersezione
e da qui prosegue sul segmento fino a y, se invece almeno uno ¢ dentro la circonferenza, per
esempio z, allora prolungo il segmento da x fino alla circonferenza, in questa operazione non
dovrei ritoccare U perché se lo intersecassi allora x giace nel segmento che unisce due punti di
U quindi per convessita tutto il segmento e quindi x ¢ in U ma e assurdo perché per ipotesi x
non appartiene ad U, dunque considero ’arco che parte da x prosegue sul prolungamento fino
alla circonferenza e continua sulla circonferenza come prima, di seguito i tre casi

(Figura 53)

2.9.7 esercizio : Sia X spazio di Hausdorff e sia Y denso in X e localmente compatto
allora Y e aperto in X.

soluzionel : Sia y € Y, siccome Y ¢ localmente compatto esiste un intorno compatto K, in ¥’
di y allora K, = U (perché Y sottospazio di un T, quindi & T, e quindi i compatti sono chiusi)
con y € U C Y. Per la topologia di sottospazio esiste V' C X aperto tale che U =Y NV,
ora se V C Y abbiamo fatto, se invece V' & Y considero V\U , questo & aperto perché U &
compatto in Y quindi compatto in X ma X ¢ 75 quindi e chiuso e dunque V\U ¢ aperto, ma
allora Y N(V\U) = 0 & assurdo perché Y & denso e quindi interseca non banalmente ogni aperto.

soluzione2 : (da vedere) Consideriamo p € (X\Y)\(X\Y) e sia U un intorno compatto di
p in Y, so che per ogni punto di (X\Y)\(X\Y) esiste una successione in X che tende a quel
punto inoltre (ogni punto ha una successione di cui & punto limite allora considero la successione
che va a p ad un cero punto entra dentro U , ma U ¢ compatto quindi tende a p quindi p ¢ in
Y assurdo allora X/Y & chiuso).( cio che ho scritto nel foglio : per esempio consideriamo in
R? Y = R%segmento, il gioco sta nel derivato del derivato o derivato secondo di Y ovvero il
derivato di Y ¢ il segmento e il derivato del segmento sono gli estremi del segmento, se consi-
dero un intorno della frontiera del segmento so che esiste una successione che tende al punto
del segmento, -(di mia interpretazione) allora considero la successione delle successioni che ten-
dono al segmento-, ad un certo punto entrera nell’intorno, ma l'intorno e compatto quindi la
successione tende al punto del segmento ma U-segmento sta in Y e il segmento non sta in Y
quindi assurdo perché significa che il punto del segmento sta in Y)

2.9.3 osservazione : (da vedere) Voglio trovare la derivata di (/log(|sin(z)|), osservo che
0 < |sin(z)| < 1 quindi log(|sin(x)|) < 0 quindi il grafico della funzione sono dei punti corri-
spondenti alle x = k7 quindi non e derivabile.
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2.9.8 esercizio : R?\[0,00) non ¢ N; (neanche N5).

soluzione : Supponiamo di si, sia zy = p(]|0,00)) dove p e la proiezione al quoziente, se xy
ha un sistema fondamentale di intorni numerabile allora c¢’¢ I'ha anche [0, 00). Invado [0, c0)
con dei compatti K; e consideriamo {U;} sistema fondamentale di intorni numerabile per [0, c0)
allora consideriamo U; e costruisco U] prendendo U; e levando un punto a K;\[0, 00), poi U}
levando un punto a K5\ [0, 00) e cosi via, a questo punto considero U = |J U/ questo ¢ un intorno
di [0, 00) ma non contiene nessuno dei precedenti per costruzione (da vedere).

2.9.4 osservazione : (Questo metodo non funziona in R perché ¢ N; e la contraddizione
sta nel fatto che se per esempio considero un sistema fondamentale di intorni numerabile {U;}
di 0 allora da ogni intorno tolgo un punto U/ e considero I come intersezione degli U tutto
come prima pero i punti che ho tolto hanno formato una successione di buchi in I che tende a
0 quindi / non e un intorno perchnon contiene nessun aperto di R dato che non esiste nessuna
palla di centro in 0 che stia dentro / e non interseca i punti tolti (da vedere - c’e un’altra
contraddizione forse).
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Rudimenti di topologia algebrica
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Capitolo 3

Omotopia

3.1 Prime definizioni

Abbiamo visto nei precedenti paragrafi che i reali sono stati introdotti per la sistematizza-
zione della continuita, e abbiamo visto che la continuita € ben lontana dall’essere un concetto
intuitivo, esiste una applicazione continua e surgettiva dal segmento al quadrato, sono due og-
getti diversi con "dimensioni" diverse. Analogamente ’omotopia per come sara definita ¢ un
concetto lontano dall’intuizione umana anche se per casi semplici la possiamo visualizzare.

3.1.1 Definizione : Siano f,g : X — Y applicazioni continue tra spazi topologici. Si
dice che f & omotopa a g = esiste F' : X x I — Y tale che F(z,0) = f e F(z,1) = g,
graficamente come in figura :

(Figura 32)

3.1.1 osservazione : L’insieme [ lo possiamo considerare come un tempo se siamo in un
contesto fisico e quindi sin ha F(z,t).

3.1.1 esempio : Siano f,g : [0,1] — R? continue, supponiamo f(0) = g(0) = A e
f(1) = ¢g(1) = B come in figura

(Figura 33)

Ora considero F(x,t) = f;(x), e suppongo che per ogni ¢ si ha f;(0) = A e fi(1) = B, dunque
fi(x) sono una famiglia continua di curve da A a B come in figura

(Figura 34)
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e sono tutte omotope. L’esempio e abbastanza intuitivo, ma € un caso con molte restrizio-
ni, potevo avere anche una curva di Peano tra A e B.

3.1.2 Definizione : Siano A, B due punti di uno spazio topologico Y, allora si chiama
omotopia relativa ad A e B se applicazione F(t,z) : [ x X — Y ¢ tale che F(¢,0) = A e
F(t,1) = B come in figura.

(Figura 35)
Si tratta appunto della famiglia di tutte le applicazioni continue da A a B
(Figura 36)

Nelle sezioni precedenti abbiamo preso un insieme X e ci abbiamo costruito sopra una strut-
tura di spazio topologico dopo di che abbiamo considerato delle applicazioni che preservassero
la struttura di spazio topologico, e le abbiamo chiamate omeomorfismi, infine abbiamo cercato
di classificare gli spazzi topologici in funzione di queste applicazioni ed abbiamo introdotto il
concetto di compattezza e connessione che sono invarianti per omeomorfismo, ma non bastano,
lo scopo dell’omotopia e trovare un invariante completo per omeomorfismi. Vogliamo capire la
differenza topologica tra i vari spazi, per esempio la differenza tra un punto ed una retta sta
nell'immagine di queste tramite un’applicazione, ovvero 'immagine di un punto ¢ un punto e
I'immagine di una retta puo essere quello che le pare. Il segmento ed il quadrato non sono
omeomorfi infatti il segmento meno un punto € sconnesso invece il quadrato meno un punto e
connesso, un toro non ¢ omeomorfo ad R? in quanto quest’ultimo non & compatto ed il toro
si, anche S! non ¢ omeomorfo ad S! x S?, ragiono sempre studiando la connessione degli spazi
meno un punto, (da vedere un S' nel P*(R e diverso da S! in un disco). Toro, quadrato pieno
e sfera non sono omeomorfi, ma come li distinguo, i ragionamenti precedenti mi inducono a
pensare che i "buchi" che ha uno spazio posso essere una chiave, questo oggetto verra definito
pit chiaramente nei paragrafi successivi. (nel proiettivo una iperbole equilatera ha gli asintoti
che si identificano, non sono tangenti all’infinito).

3.1.2 esempio : Una curva chiusa in un disco & omotopa ad un punto. Consideriamo il
disco D = {z?+y* < 1} ed una applicazione f : [0,1] — D tale che f(0) = f(1) come in figura

(Figura 37)

e consideriamo il punto P, allora lapplicazione F(x,t) = (1 —t)f(x) + tP & tale che F(z,0) =
f(z) e F(z,1) = P. (da vedere D & convesso quindi tutto & omotopo ad un punto)

3.1.2 osservazione : Una omotopia non e quasi mai un omeomorfismo e talvolta possono
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essere omeomorfismi i vari livelli f;(x) dell’omotopia.

(da vedere non esiste un omeomorfismo v : R*> — R3 che manda il nodo trifoglio in S! in
quanto il loro complementari non sono omeomorfi) Definisco ora le classi di omotopia da S*
a X spazio topologico. Considero v : [0,1] — X tale che v(0) = (1), fisso un punto xg e
considero i lacci (applicazioni continue chiuse) che entrano ed escono da z(, come in figura

(Figura 38)

3.1.3 Definizione : Siano f(t) e ¢(t) funzioni continue tale che f(0)

g(0) = g(1) = zg, sono due lacci passanti per zo allora definisco f * g = {

Ty €

f(1)
) (da

2t) 0<t<
1
2

f(2t
g(2t—1)

<t

IA ol=

1
vedere metti nome operazione).

3.1.3 osservazione : se considero l'insieme dei lacci entranti ed uscenti per xy con I'opera-
zione definita prima, questo non & un gruppo infatti se considero il cammino costante g(t) = xg
che sarebbe il possibile elemento neutro allora f x g # f.

3.1.1 Teorema : Sia §(z¢) U'insieme dei cammini (lacci) entranti ed uscenti per xq, dicia-
mo che due cammini sono omotopi modulo xy ovvero se per ogni t si ha che fi(z9) = x¢ dove
fi(z) & Pomotopia, come in figura
(Figura 39)

Allora se considero ~ la relazione tale che f ~ g se sono omotope modulo zy si ha che ~
e di equivalenza e ((zg)/ ~, *) & un gruppo, detto gruppo fondamentale di X in x¢, in nota-

zione 71 (X, ), 'elemento neutro sono le classi di cammini omotopi a 0.

3.1.3 esempio : Considero g(t) = x¢ il cammino costante, si vede che f % g ~ g quindi &
I’elemento neutro, come si vede in figura

(Figura 40)

3.1.2 Teorema : Siano X; e X5 spazi topologici. Sono omeomorfi se e solo se 7 (X7, xg) =
m (X2, zo) (da vedere).

3.1.4 Definizione : m(X;,29) = 0 <= X ¢ semplicemente connesso.

3.1.4 osservazione : Non ¢ detto che uno spazio semplicemente connesso sia contrattile
ad un punto per esempio la sfera.
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La difficolta del gruppo fondamentale sta nel fatto che una folta rappresentato, ovvero esi-
biti i suoi generatori e le relazioni che vigono nel gruppo, non si puo stabilire se il gruppo e
banale, esiste un teorema che afferma che non esiste nessun algoritmo che puo stabilire questa
cosa.

3.1.4 esempio : L’intorno di una retta (ovvero un insieme che contiene un aperto che
contiene la retta) nel P?(R) ¢ un nastro di Moebius infatti un intorno in R? & un nastro, quando
passi al quoziente gli infiniti si identificano e si congiungono a formare il nastro. Se consideriamo
71 (R3 /nodo trifoglio) ¢ rappresentato da 3 generatori (da vedere) e per capire che non ¢ banale
si dimostra che il gruppo non ¢ commutativo.
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Analisi complessa

105



(Riferimenti bibliografici Manetti , Cartan) Da sistemare
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